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Selbstadjungierte und normale Endomorphismus

Definition 34.45
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. /GM\!)
O f € End(V) heilt ~-selbstadjungiert, wenn f = f° gilt. ;lL

@ f € End(V) heilt y-normal, wenn f o f° = f° o f gil.
{ kommnichdct mil seiver Adjuggutte. J°
{ ot §onocwal =7 ({(V)7‘€(w\>
=¥ (f9, £26))  HweV
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Selbstadjungiertheit in Darstellungsmatrizen

Lemma 34.46 5%, UV 7Ny SVNV23 - VPN (3

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit Basis By, .
Weiter seien f € End(V) und

o M= ME(y) o A= Mp!(f)

Dann sind 3quivalent:
@ f ist y-selbstadjungiert.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiilllt M—1ATM = A.

——— 1
R = A
goudufa[( L d (clsotst

M=T | dhk. & «l tiw DNR.
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Normalitat in Darstellungsmatrizen

Lemma 34.47 / LA Adwoner’ quales

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit Basis By, .
Weiter seien f € End(V) und

o M= ME(y) o A= Mp!(f)

Dann sind aquivalent:
. "M,Drwaf,

Q fist - se+bstad]nn—g|m—
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt AM~1ATM = M~1ATM A.
[ . }

A A = A A
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Orthogonalitat, Selbstadjungiertheit, Normalitat

Lemma 34.48

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Weiter sei f € End(V). Dann gilt:

STV N
f ist y-selbstadjungiert E‘—ﬁ%c% f ist y-orthogonal

\/

f ist y-normal
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Orthogonalitat, Selbstadjungiertheit, Normalitat

Beispiel 34.49
© Die Drehabbildung, dargestellt durch

cos() —Sin(a)] c R2%2

A= Lin(a) cos(«)
bzgl. der Standardbasis, ist /-orthogonal (Beispiel 34.33).

Also ist A auch ~-normal.

Im Allgemeinen ist A aber nicht ~ selbstadJunglert denn
P & e Ry L o)

e c < [C —S]"A-
I ATJ— =[~Q C] £ (@ -

oufls e T2l s0nlo) <0 & a0 oy =T
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Orthogonalitat, Selbstadjungiertheit, Normalitat

Beispiel 34.49
@ Die Spiegelungsabbildung, dargestellt durch »
A cos(2a)  sin(2a) c R2%2 7‘4/3—7“
~ |sin(2a)  —cos(2a)

bzgl. der Standardbasis, ist /-orthogonal (Beispiel 34.33).
Also ist A auch ~-normal.

Dariiber hinaus ist A auch ~,-selbstadjungiert, denn

P-T A T = LC; ,QJ:A

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 13 7 /59



Normale Endomorphismen induzieren ,Zerlegungen

Sy 'fma& Aufelede.
Folgerung 34.50 HA“?

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Weiter sei f € End(V)

Dann gilt:

Kern(f°) = Kern(f)
Bild(f°) = Bild(f)

und daher

V = Kern(f) & Bild(f) ,% Vlentvicha
V = Kern(f°) @ Bild(f°) WW"
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Eigenvektoren selbstadjungierter Endomorphismen

Lemma 34.51

Es sei (V, ) ein Euklidischer Raum und f € End(V)f’y—selbstadjungiert.7

Sind A1, A\> € R verschiedene Eigenwerte von f mit Eigenvektoren vy
bzw. v, dann sind (v1, v») y-orthogonal.

Beweis. ).4 X (v Vo) = a/()-/t"uvz)

= (40, ve )

= (Va »402))  wegenf=f°
b/( Va Ao V2)
Aoy bvgve)

|l

il

=) b’(,\f,t\\fzz> = 0,
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Invariante Unterraume selbstadjungierter Endomorphismen

Lemma 34.52

Es sei (V, ) ein Euklidischer Raum und f € End(V)l'y—selbstadjungiert%;

Ist U C V ein f-invarianter Unterraum, dann ist auch U~ ein
f-invarianter Unterraum.

Beweis. Ubung
Woaxhy guy o Hbfuw vou N saalfor mioen
vou Budormorphigmnt Rlats f~hvendR LR,
sodas 2dn Aoz komplematatayer UR
wols f-levanmd ek,
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Einheitssphare, Rayleigh-Quotient

'—'«35 e fadl Aw(V) =0
Definition 34.53
Es sei (V,7) ein@ndlich—di nsionaIeQEuindischer Raum.

@ Die Menge Ed—cwzd{kupzﬁ,”lf((/
S(V,7) ={veV||vl, =1} bec 24

heit die Einheitssphare des Raumes (V7).

@ Fiir f € End(V) ~-selbstadjungiert heilt die Funktion

Y vy £n)

[ VA\30bsy N X%

der Rayleigh-Quotient von f.

Pgo ovd = R (v) ¥ouxO  D-hompe.
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Maximum des Rayleigh-Quotienten

Satz 34.54

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit dim(V) = n 6@
Weiter sei f € End(V) 7-selbstadjungiert. Dann gilt:

© Der Rayleigh-Quotient ist auf V' \ {0} nach oben beschriankt und
nimmt sein Supremum als Maximum an.
Beweis. | Bggl) Ve VG =g [v) 1 veV 1204

Wowpalet @"'HOMO@ZM cha't
(abg.x beaclubinly )

(Scdz vou Lo chaft Jeolt fehde Frew bbb mivnegt
O Lhns koppolder Yioaws ths Qyoremacc ale
Moo fun. TN

. : . sl Mk
Pog ol skehs acd U \205 - I Wolotivaten s
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Maximum des Rayleigh-Quotienten

Satz 34.54

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit dim(V) =n € N.
Weiter sei f € End(V) 7-selbstadjungiert. Dann gilt:

@ Das Maximum m = max{R¢,(v)|v € V \ {0}} ist der groBte
Eigenwert von f. Die Maximierer sind genau die Eigenvektoren:

tv e VA (0} RS2 m) = Eig(F, m)\ {0}.
Beweis. BS 8¢ V€ SV, ) e Haxim wres Vou .
D0 | i) = eV F seult) o |Aeva NCPy
\, e\ e ?fpd’[(k('ﬂ) (et rmaxciral Ll =0 _

P = 2y (Yuw), o) -
Loy | 0= Flo ~ 2y (£@),v) (ol ‘{u)e\r )

] NORL v et g"i\&uc\m»&t‘ =~ gvy =y ot {~tnoenpat
oLl v Lot BY - -~ 2ue ELD b,
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Spektralsatz fiir v-selbstadjungierte Endomorphismen
QU ok phue reells Aualsrvs
Satz 34.55

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Fir f € End(V) sind dquivalent:

Q fist lw—selbstadjungiert. I

@ f ist diagonalisierbar, und es gibt es Basis aus Eigenvektoren von £,
die y-orthonormal ist.

Beweis. @) =@ diw (W) =0 V' Tudukhb n =obiu (V).
WA = WK )12( k(\f) l\re\f\{09 (st ers €W.

V= Es(f ) @ e_."’z (gf,évl) NP w\ww'f

nochh Tual, uss: f[i cet Ot ogoua] d(acgoMto&m*w.
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Spektralsatz fiir v-selbstadjungierte Endomorphismen

Satz 34.55

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.

Fir £ € End(V) sind dquivalent:
@ f ist (y-selbstadjungiert.

@ f ist diagonalisierbar, und es gibt es Basis aus Eigenvektoren von £,
die y-orthonormal ist. “X vt Oc'HAo&oml dth\?omah‘m‘(m,—'

Beweis. ©® @ Ly & G‘WWDFL«MJ@ Eujfu‘ofv)‘
- D= N?E;’ (f) ot Aot
=M () = T .
r 13\;"(5 /dw@uaﬂ
=MD H=T"DL =Dl =D

= J et O"Jdbrfaoy‘wnfmr
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Orthogonale Diagonalisierbarkeit

Bemerkung 34.56

© Besonderheit der y-orthogonalen Diagonalisierbarkeit eines
Endomorphismus auf V:

Es existiert eine Basis aus Eigenvektoren, die alle auch iiber die
Eigenrdume hinweg paarweise orthogonal gewihlt werden kdnnen.

@ Zu einem diagonalisierbaren Endomorphismus mit Eigenvektorbasis

By = (vi,...,Vyn) kdnnen wir ein Innenprodukt ~ auf V' so wahlen,
dass f ~v-orthogonal diagonalisierbar ist:
\((vc,vJ') 2 8¢ - M T(Q-)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 13 16 / 59



Spektralsatz fiir M-selbstadjungierte Matrizen

T let
Folgerung 34.57 o/ e/pk

Es sei (R",yp) ein Euklidischer Raum, also M € R"*" symmetrisch
und positiv definit. Weiter sei A € R"*". Dann sind dquivalent:

@ A ist M-selbstadjungiert, erfiillt also M~1ATM = A.

@ A ist diagonalisierbar, und es gibt eine Basis (vi, .
Eigenvektoren von A, die M-orthonormal ist.

V=Lva oVl = D[ I] Egenselipsenn
Ay = V /\ mit VTHV = T

(= fme %U

.., Vp) aus
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Innenprodukte in komplexen Vektorraumen?

@ C ist kein geordneter Korper.

L konukn  abo e - ylrx) €R

_ wd yler) 20 ¥xt0
@ Es ist aber

N

y(ix,ix) = e h’()c()c) Q"d’bﬁk)

© Fazit: Innenprodukte in komplexen Vektorraumen kénnen nicht mit
Hilfe von Bilinearformen definiert werden!

—_—
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Antilineare Abbildungen

Definition 35.1
Es seien V, W komplexe Vektorrdume.

@ Eine Abbildung f: V — W heillt antilinear oder konjugiert
linear, wenn gilt:

flu+v)="f(u)+f(v) firalleu,veV, oddhd
flau)=af(u) fur alle v € V und alle o € C.
kou). Romplexe N Gutihomadsec | kowg'. how,
© Antilineare Abbildungen werden auch als antilineare
Homomorphismen bezeichnet.

ontiton (VL) ( 0{14-4—/410 OZ‘*Y Edo ~) T~
Alxd“ﬂ'ﬁ"é)(phu.(mcu&
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Antilineare Abbildungen

Beispiel 35.2
@ Die komponentenweise komplexe Konjugation in C”, n € Ny, also
%1 Vi
C's|:|~—]:]eC
Vn Vn

ist eine antilineare Abbildung.

@ Fiir A e C™"™ ist die Matrix-Vektor-Multiplikation mit dem
komplex konjugierten Vektor

C">z— Aze(C"

eine antilineare Abbildung.
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Darstellungssatz fiir antilineare Abbildungen

Satz 35.3
Es seien V, W zwei endlich-dimensionale komplexe Vektorraume mit
Basen By = (v1,...,Vm) und By = (wi, ..., wy).

Dann gibt es zu jeder antilinearen Abbildung f: V — W eine eindeutig
definierte Darstellungsmatrix A € C"*™ mit der Eigenschaft

Wewtictn ) Leg

Ll oo
;""u w; firalle j=1,. Abb. /
m n m A%
v = Zaj vi = f(v)= ZZa,-j ajw;, wenn f linear ist
j=1 i=1 j=1

m n m A;
v = Zaj vi = f(v)= ZZ aj aj wj, wenn f antilinear ist
j=1

i=1 j=1
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Sesquilinearformen

Erafy A @L'lc'w.wfﬂrmw

Definition 35.4
Es sei V ein komplexer Vektorraum.

@ Eine Abbildung 6: V x V — C heifit eine Sesquilinearform
auf V, wenn 6 im ersten Argument antilinear und im zweiten
Argument linear ist:

Oau+ Bv,w)=ab(u,w)+ B0(v,w)
O(u,av+pw)=ab(u,v)+ 560(u,w)

@ Die Menge aller Sesquilinearformen V x V — C bezeichnen wir
mit Sesq(V/, V).
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Sesquilinearformen

Definition 35.4
Es sei V ein komplexer Vektorraum.

© Eine Sesquilinearform heil3t OLlAa[c')ﬁ 20 (@WM-/&C]ALN”(?WW_'

hermitesch im Fall  0(u,v) =0(v,u) firalle u,v e V

schiefhermitesch im Fall  6(u,v) = —0(v,u) fiir alle u,v e V

@ Die Menge aller hermiteschen Sesquilinearformen V x V — C
bezeichnen wir mit Sesqpe,m(V, V) und die der schiefhermiteschen
Sesquilinearformen mit Sesqge, (V/, V).

© Zwei Vektoren u, v € V heien orthogonal bzgl. der
hermiteschen Sesquilinearform 6, wenn 6(u, v) = 0 gilt.

wly oo wlyV
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Hermitesche Sesquilinearformen sind auf der Diagonale reell

Lemma 35.5

Es sei V ein komplexer Vektorraum.

Fiir 6 € Sesq(V/, V) sind dquivalent:
Q 0 ist hermitesch.
@ 4(v,v) eRfiralleve V.
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Definitheit und Indefinitheit von Sesquilinearformen

6 Ton reclin Tl brasdd Ve det Gy ittt/

Definition 35.
Es sei V ein%%plexer Vektorraum. Eine (notwendigerweise

hermitesche) Sesquilinearform 6 auf V heift
@ positiv definit, wenn 6(v, v) > 0 gilt fir alle v € V' \ {0}

positiv semidefinit, wenn 6(v, v) > 0 gilt fiir alle v € V
negativ definit, wenn 6(v, v) < 0 gilt fir alle v € V' \ {0}

negativ semidefinit, wenn 6(v, v) < 0 gilt fiir alle v € V

© 6 0 O

indefinit, wenn 6 weder positiv semidefinit noch negativ
semidefinit ist, wenn es also Vektoren v, v, € V gibt mit
O(v1,vi) > 0 und O(v2,v2) <0
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Innenprodukt, unitdrer Raum

Definition 35.7
Es sei V ein komplexer Vektorraum.

Die hermitesche Sesquilinearform 6 € Sesq(V/, V) heilit ein
Innenprodukt auf V/, wenn 6 positiv definit ist.

In diesem Fall heift (V/,0) auch ein komplexer Innenproduktraum
oder ein unitdrer Raum.

r 4B szcgm‘tmw
Bluw) = m

© B(vvl 20 HVeEN o]
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Innenprodukt, unitdrer Raum

Beispiel 35.8

@ Die durch die Einheitsmatrix /| € C™" mduzu@rte Sesquilinearform
oﬂuﬁ et +rawspon it

0/:(C”xC”B(x,y)HxHy:Zx;y;eC
i=1

heift das Standardinnenprodukt auf C".
@ Im Vektorraum C"*™ ist

h meiNo H
0(A, B) = trace(A"B)

ein Innenprodukt, genannt das Frobenius-Innenprodukt.
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Darstellungsmatrix einer Sesquilinearform

Definition 35.9
Es sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Basis
By = (vi,...,Vn), n € Ng. Weiter sei 6 € Sesq(V, V).
Die Matrix e b
- By . o nxn . -
A= Mgi(0) = (0(vi,v)));;_, €C &Kilcwaar
heift die Darstellungsmatrix der Sesquilinearform 6 bzgl. der Basis By .

P Avdloweaniat
-9(“_)\[) = OL«A
Py =Ll
Woeff o ko f

n
ij=1
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Konjugiert transponierte Matrix

Definition 35.10
Es sei A€ C™™ n,m € Ng.

Die konjugiert transponierte Matrix oder hermitesch transponierte
Matrix zu A = (aj;) ist die Matrix mit den Eintragen 3j;.

Wir bezeichnen sie mit ZT oder kurz:G Cmxn

=A%)
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Rechenregeln fiir die konjugierte Transposition

Lemma 35.11

Fir A, B € C™™ und C € C™, n,m,¢ € Ny, und o € C gelten die
folgenden Eigenschaften:

(AN = A CLavdlutenide
(A+ B)" = At 4 BH oRolcho % .
ountelovar
(a A =a A" auntt homage
(AC)H = cHar
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Hermitesche und schiefhermitesche Matrizen

Definition 35.12
Es Ac C"™" ne Np.
@ A heiRt hermitesch, wenn A = AH gilt.

@ A heiRt antihermitesch oder schiefhermitesch, wenn A = —AH

gilt.

Die Menge der hermiteschen bzw. schiefhermiteschen n x n-Matrizen

= e = nxn nxn
bezeichnen wir mit (Cherm bzw. (Cskew'
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Sesquilinearform

Beispiel 35.13
Fiir jede Matrix A € C"*" ist die Abbildung
Ba: C"x C" 3 (x,y) — x"Ay € C

/LOU\ A Cudy
eine Sesquilinearform auf C".

QA howack o e~ YA& ’/lD"'\A-f'[T/tdz;

A ist die Darstellungsmatrix von 64 bzgl. der Standardbasis (ey, ..., e,)
von C".
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Transform. der Darstellungsmatrix einer Sesquilinearform

Satz 35.14

Es sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum. Weiter seien
By und By, Basen von V.

Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix einer Sesquilinearform
0:VxV-=K:

Mgg(e) _ @Mgg(e) T2,

AN

A =T AT
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Hermitesche Kongruenztransformation

Definition 35.15

Zwei Matrizen A,/Z\\e C"™=" n € Ny, heiBen hermitesch kongruent,
wenn es eine invertierbare Matrix T € C"*" gibt, sodass gilt:

A=THATL

Der Ubergang von A zu T="A T~ heiRt auch eine hermitesche
Kongruenztransformation von A.
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Satz 35.17
Es sei (V,0) ein unitdrer Raum. Dann gilt:

6(u,v) 0(u, v) = [6(u, v)* < 6(u, u) 6(v, v)
(95053 l@(ulv\] < m \] vy v)

fir alle u,v € V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (u, v) linear abhangig ist.
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Norm auf einem komplexen Vektorraum

Definition 35.18
Es sei V ein Vektorraum uber C.

@ Eine Abbildung ||-||: V — R heift eine Norm auf V/, wenn gilt:

|lul >0 und J|ju|=0 = u=0 positive Definitheit
|laul] = |af ||ul absolute Homogenitit

lu+v| < ull + v Dreiecksungleichung

fir alle u,v € V und alle « € C.

@ Das Paar (V, ||-]|) heiBt ein normierter komplexer Vektorraum.
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Jedes Innenprodukt induziert eine Norm

Satz 35.19

Es sei (V,0) ein unitarer Raum. Dann definiert

llo: V3w lullo = /8w, u) € Rsg

eine Norm auf V.
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Jedes Innenprodukt induziert eine Norm

Beispiel 35.20
© Das Standardinnenprodukt auf C”

0/:C"xC"3 (x,y) = X'y =) Xy eC
i=1

induziert die Norm (hier quadradiert)

‘XH2 ZXIXI —Z|Xi|2,

i=1

die manchmal die Standardnorm auf C" genannt wird.
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Jedes Innenprodukt induziert eine Norm

Beispiel 35.20

@ Die vom Frobenius-Innenprodukt auf C"™™
(A, B) = trace(A"B)

induzierte Norm ist (hier quadradiert)

|A||% = trace(A" A) ZZQU aj = ZZ|3U|

i=1 j=1 i=1 j=1

genannt die Frobenius-Norm auf C"™ ™,
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Homomorphismen unitdrer Raume

Definition 35.29
Es seien (V,601) und (W, 6,) zwei unitdre Rdume.

Eine Abbildung f: V — W heit unitdr oder eine (lineare) Isometrie
bzgl. (01, 62), wenn f ein Homormophismus der unitdren Rdume
(V,61) — (W, 60,) ist, wenn also gilt:

f ist linear
O2(f(u), f(v)) = 01(u,v) firalle u,v € V.

Statt unitdr bzgl. (01, 6>) sagen wir auch kurz (61, 62)-unitar.
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Charakterisierung unitarer Abbildungen

Satz 35.30
Es seien (V,601) und (W, 62) zwei unitdre Rdume und f € Hom(V, W).
Dann sind aquivalent:

Q fist (01,92)—unitér.
Q [|[f(v)|le, = llv]le, fiir alle v € V, d.h., f ist ldngentreu.

Q [[f(v1) — f(v2)lle, = |lvi — vollg, fiir alle vi,vo € V, d.h., fist
abstandstreu.

@ Ist (v;)ies eine orthonormale Familie in (V/,60;1), dann ist auch
(f(vi))ies eine orthonormale Familie in (W, 63).

© Ist v ein Einheitsvektor in (V,61), dann ist f(v) ein Einheitsvektor
in (W,92).
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Unitaritat in Darstellungsmatrizen: Homomorphismen

Lemma 35.34

Es seien (V,01) und (W, 6,) zwei endlich-dimensionale unitdre Rdume
mit Basen By bzw. By,. Weiter seien f € Hom(V, W) und

o My = Mg!(61) o A= Mg’ (f)
o My = Mg¥(62)

Dann sind aquivalent:
Q f ist (01, 62)-unitar.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt AMM, A = M.
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Unitaritat in Darstellungsmatrizen: Endomorphismen

Folgerung 35.35

Es sei (V,0) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum mit Basis By .
Weiter seien f € End(V) und

o M= MZ(0) o A= MgY(f)

Dann sind 3quivalent:
@ f ist O-unitar.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt AHMA = M.
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Unitare Matrizen

Definition 35.36

@ Es seien m,n € Ng, My € C™*™ und M, € C"™*" hermitesch und
positiv definit.

Eine Matrix A € C"*™ heillt (M, M>)-unitdr im Fall

AM, A= M.

@ Essei ne€ Ng und M € C"™" hermitesch und positiv definit.
Eine Matrix A € C" heift M-unitdr im Fall

ATMA = M.
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Eigenwerte unitdrer Endomorphismen
Lemma 35.38

Es sei (V,0) ein unitarer Raum.

Ist f € End(V) #-unitér, dann gilt |A\| =1 fiir alle X\ € A(f).
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Unitare Endomorphismen bilden eine Gruppe

Lemma 35.39
Es sei (V,0) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum. Dann gilt:

@ Die #-unitdren Endomorphismen von (V) bilden eine Gruppe
bzgl. der Komposition, genannt die unitdre Gruppe des unitiren
Raumes (V, 0):

U(V,0) = {f € End(V)|f ist f-unitar}.

@ Die f-unitdren Endomorphismen f € U(V,0) mit det(f) = 1 bilden
einen Normalteiler von U(V/, 6), genannt die spezielle unitdre
Gruppe des unitdren Raumes (V/, 0):

SU(V,0) = {f € U(V,0)]| det(f) = 1}.
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Unitare (Darstellungs)matrizen bilden eine Gruppe

Folgerung 35.40 W
Es sei M € C"*" hermitesch und positiv definit. Dann gilt

@ Die M-unitdren Matrizen in C™" bilden eine Gruppe bzgl. der
Matrix-Multiplikation, genannt die unitdre Gruppe des
Euklidischen Raumes (C”, vu):

(VERTR ;> 172 P

U(C”,;y,\% ={A e C"™"|Aist M-unitér}.

@ Die M-unitdren Matrizen A € C™" mit det(A) = 1 bilden einen
Normalteiler von U(C", ), genannt die spezielle unitdre
Gruppe des Eukiidischen Raumes (C”,;&'}ﬁ:

unctax

B SUC, 7is) = {A € U(C", 72| det(A) = 1.
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Darstellungssatz von Riesz

Satz 35.42 e
Es sei (V,0) ein endlich-dimensionaler Etklidisecher Raum.

Dann ist Riesz-lsomorphismus von V nach V*
©:V3u—6(u-)eV”

ein antilinearer Isomorphismus.

Wird V* mit dem Innenprodukt 8~ ausgestattet, dann ist
©: (V,0) — (V*,071) eine bijektive Isometrie. Es gilt

0(u,v) = (©(u),v) = (©(v),u) =0~ (6(u),0(v))

fir alle u,v € V.
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Rieszscher Darstellungssatz fiir (C”, QM)

Folgerung 35.44
Es sei n € Ng und M € C"*" hermitesch und positiv definit.

Dann ist die Abbildung

0:C"3x— (Mx)T =M% e (CM \
N\A~A—~
eine bijektive antilineare Isometrie der Euklidischen Riaume ((C",HM)
und ((C™")*,0p-1). Lenihayean
Es gilt
HMy = (HM)y = M) x = (M) M~ (M y) [

fir alle x,y € C".
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Adjungierter Homomorphismus

Definition 35.47

Es seien (V,61) und (W, 6,) zwei endlich-dimensionale unitdre Raume.

Weiter sei f € Hom(V/, W) eine lineare Abbildung. Dann heifit
I @;LV* offo O+ W—V

der zu f (61, 02)-adjungierte Homomorphismus.

Die Definition lautet ausgeschrieben:

92(W, f(v)) = Gl(fo(w), v)

(V.01) s (W,02)

&Mﬁwﬂwevﬁv*l | leW—}W* ot Cueas

* — f* * —
(V500 oy (W02
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Darstellungsmatrizen adjungierter Homomorphismen

Satz 35.49

Es seien (V,01) und (W, 6,) zwei endlich-dimensionale unitdre Rdume

mit Basen By und Byy. Weiter seien f € Hom(V, W) und
B B
(] Ml = MBg(Hl) (] A:MB://V(f)
o My = Mg¥(62)
Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix von ° € Hom(W, V)

A° = MW (F°) = Mt A M,

i

Sfedt AT Wit
s Avhlougeniat
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Selbstadjungierte und normale Endomorphismen

Definition 35.53
Es sei (V,£) ein unitdrer Raum.
© f € End(V) heilt f}selbstadjungiert, wenn f = f° gilt.

© f € End(V) heift §F-normal, wenn f o f° = f° o f gilt.
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Selbstadjungiertheit in Darstellungsmatrizen

Lemma 35.54

Es sei (V,0) ein unitdrer Raum mit Basis By .
Weiter seien f € End(V) und

o M= Mg!(0) o A= MEY(f)

Dann sind 3quivalent:
@ f ist O-selbstadjungiert. K
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt M—1A*M = A.

- — >

A A
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Normalitat in Darstellungsmatrizen

Lemma 35.55

Es sei (V,0) ein unitdrer Raum mit Basis By .
Weiter seien f € End(V) und

o M= Mg!(0) o A= MEY(f)

Dann sind 3quivalent:
@ f ist -normal.

@ Die Darstellungsmatrix A erfiilllt AM~1APM = M~1AHM A.
s

A K A A
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Unitaritat, Selbstadjungiertheit, Normalitat

Lemma 35.56

Es sei (V,0) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum.
Weiter sei f € End(V). Dann gilt:

—_——

— ~
f ist f-selbstadjungiert wwabh. = f st f-unitar

\/

f ist O-normal
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Normale Endomorphismen induzieren Zerlegungen

On/fwgﬁw»@ Adelele.
Folgerung 35.57

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum.
Weiter sei f € End(V) y-normal.

Dann gilt:

Kern(f°) = Kern(f)
Bild(f°) = Bild(f)

und daher

V = Kern(f) & Bild(f)
V = Kern(f°) & Bild(f°)
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Eigenwerte normaler Endomorphismen

Lemma 35.59

Es sei (V,0) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum.
Weiter sei f € End(V)(H—normaI?sowie A € C. Dann gilt:

Q@ Midy — fist ebenfalls f-normal.
— oY), 4levda EV; EL) st
@ Eig(f, \) = Eig(f°,X). §lex ¢ kw T

Insbesondere ist A € C genau dann ein Eigenwert von f wenn 7 /k
ein Eigenwert von f° ist.
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Spektralsatz fiir ffnormale Endomorphismen

T Euld. Balunen browseldon Loy soges de .
Satz 35.60 &dbﬁ%‘wxgzﬂﬂfﬁ

Es sei (V,0) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum.
Fir f € End(V) sind dquivalent:

@ f ist f-normal.

@ f ist diagonalisierbar, und es gibt es Basis aus Eigenvektoren von £,
die f-orthonormal ist.
(Wir nennen f dann #-orthogonal diagonalisierbar.)
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Spektralsatz fiir M-normale Matrizen

Folgerung 35.62

Es sei (C",0p) ein unitdrer Raum, also M € C"*" hermitesch und
positiv definit. Weiter sei A € C"*". Dann sind dquivalent:

O A ist M-normal, erfiillt also M~1AHM = A. Lo C°

@ A ist diagonalisierbar, und es gibt eine Basis (vi,...,v,) aus
Eigenvektoren von A, die M-orthonormal ist.

Es gibt also eine invertierbare Matrix V € C"*", sodass
VAM V = | gilt und
AV = VA
mit der Diagonalmatrix A € C"*" der Eigenwerte von A und
zugehoérigen M-orthonormalen Eigenvektoren V = [vl v,,].
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