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Nachtrag: positive Definitheit impliziert Invertierbarkeit

Lemma 34.6 (Version fiir Matrizen)

Es sei A € R™" fiir n € Ny eine (nicht notwendig symmetrische) positiv
definite Matrix.

Dann ist A invertierbar, und die inverse Matrix A~ ist wieder positiv
definit.

Beweis.
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Homomorphismen Euklidischer Raume

Definition 34.20
Es seien (V,71) und (W,~2) zwei Euklidische Raume.

Eine Abbildung f: V — W heilt orthogonal oder eine (lineare)
Isometrie bzgl. (v1,72), wenn f ein Homormophismus der
quadratischen Raume (V,~1) — (W,~2) ist, wenn also gilt:
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Charakterisierung orthogonaler Abbildungen

Satz 34.21

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei Euklidische Raume und
f € Hom(V, W). Dann sind dquivalent:

Q f ist (71, 72)-orthogonal.
© (V) = IVl fiir alle v € V.
Q [[f(v1) — f(v2)|lyo = llvi — va||, fiir alle vi, o € V.

@ Ist (v;);es eine orthonormale Familie in (V/,~1), dann ist auch
(f(vi))ier eine orthonormale Familie in (W, ~2).

@ Ist v ein Einheitsvektor in (V,~1), dann ist f(v) ein Einheitsvektor
in (W,72).
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Orthogonale Abbildungen sind injektiv

Lemma 34.22
Es seien (V,71) und (W,~2) zwei Euklidische Raume.

Q Ist f € Hom(V, W) eine (1, 72)-orthogonale Abbildung, dann ist
f injektiv.

@ Gilt zusatzlich dim(V) = dim(W) = n € Ny, dann ist f bijektiv
und f~1 ebenfalls eine bijektive orthogonale Abbildung.

Beweis. Ubung
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Komposition orthogonaler Abbildungen

Lemma 34.23

Es seien (U, 1) und (V,72), (W,~3) Euklidische Raume. Sind
e g: U — V eine (71, 72)-orthogonale Abbildung und
e f: V — W eine (72,73)-orthogonale Abbildung,

dannist fog: U — W eine (7y1,73)-orthogonale Abbildung.
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Bijektive Isometrie in den Koordinatenraum

Lemma 34.24

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit dim(V) = n € Ny. Weiter sei
By, eine Basis von V und M = Mgg(q/) die Darstellungsmatrix von +.

Dann ist die Abbildung
®p,: (R",ym) = (V,7)

eine bijektive Isometrie. Das heift, fiir alle u,v € V gilt
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Orthogonalitat in Darstellungsmatrizen: Homomorphismen

Lemma 34.25

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
R3ume mit Basen By bzw. By,. Weiter seien f € Hom(V, W) und

o My = Mg!(m) o A= Mg’ (f)
o My = Mgg(’yz)
Dann sind aquivalent:

Q f ist (71, 72)-orthogonal.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt ATM, A = Mj.

Beweis.
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Orthogonalitat in Darstellungsmatrizen: Endomorphismen

Folgerung 34.26

Es sei (V,7) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum mit Basis By .
Weiter seien f € End(V) und

o M:= Mgg(»y) o A= MGU(f)
Dann sind 3quivalent:

@ f ist y-orthogonal.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt ATMA = M.
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Orthogonale Matrizen

Definition 34.27

@ Esseien m,n € Ng, My € R™*™ und M, € R"*" symmetrisch und
positiv definit.

Eine Matrix A € R™™ heillt (M;, M,)-orthogonal im Fall

ATM, A= M,

@ Essei n e Ng und M € R"™" symmetrisch und positiv definit.
Eine Matrix A € R” heillt M-orthogonal im Fall

ATMA=M

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 12 10 / 27


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Eigenwerte orthogonaler Endomorphismen

Lemma 34.29
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum.

Ist f € End(V) ~-orthogonal, dann gilt A(f) C {£1}.

Beweis.
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Orthogonale Endomorphismen bilden eine Gruppe

Lemma 34.30
Es sei (V, ) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum. Dann gilt:

@ Die ~-orthogonalen Endomorphismen von (V,~) bilden eine
Gruppe bzgl. der Komposition, genannt die orthogonale Gruppe
des Euklidischen Raumes (V/,~):

O(V,~) = {f € End(V) | f ist y-orthogonal}.

@ Die y-orthogonalen Endomorphismen f € O(V,~) mit det(f) =1
bilden einen Normalteiler von O(V, ), genannt die spezielle
orthogonale Gruppe des Euklidischen Raumes (V/,~):

SO(V,v) ={f € O(V,v)| det(f) = 1}.

Beweis. Ubung
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Orthogonale (Darstellungs)matrizen bilden eine Gruppe

Folgerung 34.31
Es sei M € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann gilt:

@ Die M-orthogonalen Matrizen in R"*" bilden eine Gruppe bzgl. der
Matrix-Multiplikation, genannt die orthogonale Gruppe des
Euklidischen Raumes (R", vp):

O(R",ym) = {A € R"™"| Aist M-orthogonal}.

@ Die M-orthogonalen Matrizen A € R"*" mit det(A) = 1 bilden
einen Normalteiler von O(R", ), genannt die spezielle
orthogonale Gruppe des Euklidischen Raumes (R”, yy):

SO(R", ) = {A € O(R", yy) | det(A) = 1}.
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Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

Beispiel 34.33
@ Die Matrix

ist /-orthogonal, denn:

A ist aber nicht M-orthogonal bzgl. der Innenproduktmatrix

2 0
I\/I—[O 1],denn.
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Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

@ Die Drehabbildung, dargestellt durch

=ity ] e

bzgl. der Standardbasis, ist /-orthogonal, denn:
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Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

© Die Spiegelungsabbildung, dargestellt durch

_ |cos(2c)  sin(2c) 2%2
A= sin(2a) — cos(2a) cR

bzgl. der Standardbasis, ist /-orthogonal, denn:
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Endlich-dimensionaler Vektorraum und Dualraum

Motivation

@ Zwischen einem Vektorraum V und seinem Dualraum V* gibt es
auch bei endlicher Dimension keinen kanonischen lsomorphismus.

@ Wenn wir jedoch ein Innenprodukt in V' gewahlt haben, dann
induziert dieses eine bevorzugte Wahl eines solchen Isomorphimus
in I € Hom(V, V*).

o [ ist mit den Innenprodukten v in V und kompatibel
ist, also eine lineare Isometrie.

@ Dieser Isomorphismus wird der Riesz-Isomorphismus des
Euklidischen Raumes (V/, ) genannt.
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Darstellungssatz von Riesz

Satz 34.34

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Dann ist die Abbildung I': V' 5 v — 7(-,v) € V* ein Isomorphismus.

Wird V* mit dem Innenprodukt v~! ausgestattet, dann ist
F:(V,7y) — (V*,471) eine bijektive Isometrie. Es gilt
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Rieszscher Darstellungssatz fiir <R",7M)

Folgerung 34.36
Es sei n € Ng und M € R"*" symmetrisch und positiv definit.

Dann ist die Abbildung
NR">x— Mx e (R")*

eine bijektive Isometrie der Euklidischen Raume (R”,VM) und
((Rn)*, ")/M—l).
Es gilt
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Orthogonalitat dualer Homomorphismen

Satz 34.37

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
Raume derselben Dimension und f € Hom(V, W). Dann sind
aquivalent:

Q f ist (71, 72)-orthogonal.

Q f*ist (151,97 1)-orthogonal.
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Orthogonalitat dualer Endomorphismen

Folgerung 34.38

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum und
f € End(V). Dann sind dquivalent:
@ f ist y-orthogonal.

@ f* ist v~ l-orthogonal.
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Adjungierter Homomorphismus

Definition 34.39

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
Raume. Weiter sei f € Hom(V/, W) eine lineare Abbildung. Dann heifit

fo=Ty ) yeof olwow: W=V

der zu f (71,72)-adjungierte Homomorphismus.

(V,m) «—F— (W, %)
e | [P

* — f* _
(V5 <— (W)
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Vergleich dualer und adjungierter Homomorphismen

Es sei f € Hom(V, W).

dualer Homomorphismus adjungierter Homomorphismus
o f* € Hom(W*, V*) o ° € Hom(W, V)
@ keine Abhangigkeit von o erfordert Innenprodukte
Innenprodukten in V und W

(W, F(V))w=w = (F"(W*),v)v= v 'yz(w, f(v)) = ’yl(fo(w), v)
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Darstellungsmatrizen adjungierter Homomorphismen

Satz 34.41

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
R3ume mit Basen By bzw. By,. Weiter seien f € Hom(V, W) und

o My = Mg!(n) o A= Mg’ (f)
o My = Mgg(’yz)
Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix von ° € Hom(W, V)

A = MEY(F°) = Mt AT M,
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Biadjungierte Abbildung

Lemma 34.42
Es seien (V,71) und (W, ~2) endlich-dimensionale Euklidische Raume.

Dann ist die (71, 72)-biadjungierte Abbildung f°° := (f°)° identisch
zu f, unabhiangig von den Innenprodukten v; und 5.
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Nochmal vier fundamentale Unterraume

Es seien (V,71) und (W, ~2) endlich-dimensionale Euklidische Raume
und f € Hom(V, W).

Satz 21.36 Satz 34.43
Bild(f*) = Kern(f)°  in V* Bild(f°) = Kern(f)* in V
Kern(f*) = Bild(f)°  in W* Kern(f°) = Bild(f)*  in W
Bild(f) = °Kern(f*) in W Bild(f) = Kern(f°)* in W
Kern(f) = °Bild(f*) in V Kern(f) = Bild(f°)* in V
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Endomorphismen induzieren orthogonale direkte Summen

Folgerung 34.44

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Weiter sei f € End(V) mit y-adjungierter Abbildung f° € End(V).

Dann gilt:

V = Kern(f) & Bild(f°)

V = Kern(f°) © Bild(f)

Beweis.
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