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Nachtrag: positive Definitheit impliziert Invertierbarkeit

Lemma 34.6 (Version fiir Matrizen)

Es sei A € R™" fiir n € Ng eine (nicht notwendig symmetrische) positiv
definite Matrix. T Ax 20 fu,\’ alr. xeR"™ \V410]

Dann ist A invertierbar, und die inverse Matrix A~1 ist wieder positiv
definit.

Beweis. Woue A nuut luvehirvar bé'b,
dowan ek A wild iufelcho, aleo ex, e R1\10

it Ax=0. .

= xTAx=0 (a0 Cd A nidd ,ooxfb«'a ptgfu@é,
= Ax)T = x"A"

THE T ) = TR R

& =0 fs@a)r F=Ax+0 =& X =xAx>0
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Homomorphismen Euklidischer Raume

4.+ Homomosphimen vou elddsraaumen oy
Definition 34.20 Llene Abolducagen

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei Euklidische Raume.

Eine Abbildung f: V — W heillt orthogonal oder eine (lineare)
Isometrie bzgl. (71,72), wenn f ein Homormophismus der
quadratischen Raume (V,~1) — (W, ~2) ist, wenn also gilt:

(Eudelcatischan )
. X &t lineas
o o (), g0) = yeluv) VuveV
(Medectert Linkelestlizaet )

ewre: (g 5p)~Orthagpaal
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Charakterisierung orthogonaler Abbildungen

Satz 34.21

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei Euklidische Rdume und
f € Hom(V, W). Dann sind dquivalent:

Q f ist (71, 72)-orthogonal.

@ [If()llrz = [Ivily, fiiralle v e V. Lalguudtec

aloctaud v

© () = F(2)lh = llve = velly fir ale i, v € V. o S8 0

@ Ist (v;)ies eine orthonormale Familie in (V/,~1), dann ist auch
f(vi))ies eine orthonormale Familie in (W, 7). &Hionocweadi—
(F(vi))ier (W,72) WAy

@ Ist v ein Einheitsvektor in (V/,~1), dann ist f(v) ein Einheitsvektor
in (W,72).
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Orthogonale Abbildungen sind injektiv

Lemma 34.22
Es seien (V,71) und (W,~2) zwei Euklidische Raume.

Q Ist f € Hom(V, W) eine (1, 72)-orthogonale Abbildung, dann ist
f injektiv. /%[&O me@ G{/UAA (\(3 < A Kw) E-[

@ Gilt zusatzlich dim(V) = dim(W) = n € Ny, dann ist f bijektiv
und f~1 ebenfalls eine bijektive orthogonale Abbildung.

Beweis. Ubung
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Komposition orthogonaler Abbildungen

Lemma 34.23

Es seien (U, 1) und (V,72), (W,~3) Euklidische Raume. Sind
e g: U — V eine (71, 72)-orthogonale Abbildung und
e f: V — W eine (72,73)-orthogonale Abbildung,

dannist fog: U — W eine (71, 73)-orthogonale Abbildung.

(10,6) =S (Vieg,) - (L)
oG
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Bijektive Isometrie in den Koordinatenraum

Lemma 34.24

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit dim(V) = eiter sei
By eine Basis von V und M = Mgg(q/) die Darsteltungsmatrix von ~.
Dann ist die Abbildung Ex\{(&%

gt (R",vm) = (V, =2 X V{
gy (R7ym) = (V,7) A

eine bijektive Isometrie. Das heift, fiir alle u,v € V gilt <&y

X< | 3 = ((“\V)
= 53\((55)) Vs&l{(ﬁ )
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Orthogonalitat in Darstellungsmatrizen: Homomorphismen

L IAVAEEN At (LO) =
Lemma 34.25

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
Raume mit Basen By bzw. Byy. Weiter seien f € Hom(V, W) und

kg m
o My = Mg¥(m) e R o A= ME (f) R ,j
o Mp = Mgg(v) CR

Dann sind aquivalent:

Q f ist (71, 72)-orthogonal.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt /ATM> A = Mj.

Beweis. UL;E&((&) y Vz@&[(fj)
EK/L(UL,V) = XTE«_}{']
%2 (860, feo) = TRQT Mp Thyl = X7 A" A
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Orthogonalitat in Darstellungsmatrizen: Endomorphismen

Folgerung 34.26

Es sei (V,7) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum mit Basis By .
Weiter seien f € End(V) und

o M= Mgg(»y)g@"\ o A= MEV(F) ¢ R

Dann sind 3quivalent:
@ f ist y-orthogonal.
@ Die Darstellungsmatrix A erfiillt ATMA = M.

ldonhos  Spezntfed =T (ah By (st ONR)
ATEA = T

NS EA(V) KGH%
N SNVACTEAAY,
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Orthogonale Matrizen

Definition 34.27

@ Esseien m,n € Ng, My € R™*™ und M, € R"*" symmetrisch und
positiv definit.

Eine Matrix A € R™™ heillt (M;, M,)-orthogonal im Fall

A=
f'(z

© Esseine N und R”X" symmetrlsch und positiv definit.
Eine Matrix A € R” heillt M-orthogonal im Fall

) [ - [i7
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Eigenwerte orthogonaler Endomorphismen

Lemma 34.29
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum.

Ist f € End(V) ~-orthogonal, dann gilt A(f) C {£1}.
Beweis. (N V) E:%M/D&Cd Lo <ﬁ
\rl! s L) = UAvll = A Iy > A=t

o ~So
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Orthogonale Endomorphismen bilden eine Gruppe
Grddve—diimennsu
Lemma 34.30 renaunales
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Dann gilt:

@ Die ~-orthogonalen Endomorphismen von (V,~) bilden eine
Gruppe bzgl. der Komposition, genannt die orthogonale Gruppe
des Euklidischen Raumes (V/,~):

O(V,~) = {f € End(V) | f ist y-orthogonal}.

@ Ist V endlich-dimensional, dann bilden die y-orthogonalen
Endomorphismen f € O(V/,~) mit det(f) = 1 einen Normalteiler
von O(V,~), genannt die spezielle orthogonale Gruppe des
Euklidischen Raumes (V/,):

SO(V,~) ={f € O(V,7)| ﬂl:/l}.

Beweis. Ubung Vs FP Mu"a"’gﬁ
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Orthogonale (Darstellungs)matrizen bilden eine Gruppe

Folgerung 34.31 2 Tyl M@M
Es sei M € R”X”ls'ymmetrisch und positiv def‘mit? Dann gilt:
@ Die M-orthogonalen Matrizen in R"*" bilden eine Gruppe bzgl. der
Matrix-Multiplikation, genannt die orthogonale Gruppe des
Euklidischen Raumes (R", vp):

O(R",ym) = {A € R"™"| Aist M-orthogonal}.

@ Die M-orthogonalen Matrizen A € R"*" mit det(A) = 1 bilden
einen Normalteiler von O(R", yy), genannt die spezielle
orthogonale Gruppe des Euklidischen Raumes (R”, yy):

SO(R", ) = {A € O(R", yy) | det(A) = 1}.
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Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

Beispiel 34.33
@ Die Matrix

_ 01 2x2
A_[l O}ER

ATJi@ﬂ:gon[I deni :{Bza] [ ] :@

A ist aber nicht M-orthogonal bzgl. der Innenproduktmatrix

@ s 3 e
wan = (38105910081 =[5 2] +®@
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Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

@ Die Drehabbildung, dargestellt durch

- [ ) ewe

bzgl. der Standardbasis, ist(/Jorthogonal, denn:
c S C —¢ &e? o
T = a
AR [—s c} Yf { o Safc]
100 _/~
~[557-©

Jeh A\ = «ct=A = Ae So R Yr)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 12 15 / 27



Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

© Die Spiegelungsabbildung, dargestellt durch

[z e _La"
bzgl. der Standardbasis, ist@)rthogonal denn:  *
per=] i][ [53]=[52]<0
det (A) =~
Ac OCR% ur) \ socyza,@ )

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 12 16 / 27



Endlich-dimensionaler Vektorraum und Dualraum

Motivation

@ Zwischen einem Vektorraum V und seinem Dualraum V* gibt es
auch bei endlicher Dimension keinen kanonischen lsomorphismus.

@ Wenn wir jedoch ein Innenprodukt in V' gewahlt haben, dann
induziert dieses eine bevorzugte Wahl eines solchen Isomorphimus
in I € Hom(V, V*).

@ [ ist mit den Innenprodukten ~ in V und hf"c‘u V¥ kompatibel
ist, also eine lineare Isometrie.

@ Dieser Isomorphismus wird der Riesz-Isomorphismus des
Euklidischen Raumes (V/, ) genannt.
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Darstellungssatz von Riesz ( &M%’T\EEM)

Satz 34.34 Lae-Tom.
Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.

Dann ist die Abbildung I': V' 5 v — ~(-,v) € V* ein Isomorphismus.

Wird V* mit dem Innenprodukt v~! ausgestattet, dann ist
F:(V,7) — (V*, 1) eine bijektive Isometrie. Es gilt
9

@y ) orhggoad
ylaw) = <TW), w> = <y > =y (twi)

SOV
P
g(aéw Elemedt £V ko desgetht

Loodon (w do B 4wy =5V -) met vev.
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Rieszscher Darstellungssatz fiir (R",WM)

Folgerung 34.36
Es sei n € Ng und M € R"*" symmetrisch und positiv definit.

Dann ist die Abbildung
NR">x— Mx e (R")*
eine bijektive Isometrie der Euklidischen Raume (R”,VM) und
((R™)*, ypm-1).
S R i G

~—

e@f = LMy "<H£71’°) g@“)* g@“

H/b(,H\,pl ot RA (BMHY
H"\ ! (Qn)r — 7’21/\_
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Orthogonalitat dualer Homomorphismen

Satz 34.37 g e tton. (L0 V¥]

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
Raume derselben Dimension und f € Hom(V, W). Dann sind
aquivalent:

Q f ist (y1,72)-orth l. &, U d.
ist (71,72)-orthogona oy ysy

@ f*ist (13,7 1)-orthogonal. L’:{DEZ =] ey
@ hept: A wohibar & ATHA=M, 2C=7
Q@ gt A iwertes s A YO A=
i () ~lion(L0) 6 tomaitlics, ]

Tk Ao (V) £ i (19) Gt mouel, 24l Lo
QD. 9 gﬂvl(d’\:
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Orthogonalitat dualer Endomorphismen

Folgerung 34.38

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum und
f € End(V). Dann sind dquivalent:
@ f ist y-orthogonal.

@ f* ist v~ l-orthogonal.
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Adjungierter Homomorphismus

Lol ~Asvneengape L
Definition 34.39

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei Euklidische Raume. Weiter sei
f € Hom(V, W) eine lineare Abbildung. Dann heilt

fo=Tyyeof olwow: W=V

der zu f (71,72)-adjungierte Homomorphismus. m&@hﬂ"b) -
/lxvgwrk%b.

(Vafyl) Qf—. (W772)

(VAR lL_/_J lrWﬁW*

(Vi) <= (w0 h)

//_\e)
(w0, 3(0) °(), v )
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Vergleich dualer und adjungierter Homomorphismen

Es sei f € Hom(V, W).

dualer Homomorphismus adjungierter Homomorphismus
o f* & Hom(W*, V*) o ° € Hom(W, V)
@ keine Abhangigkeit von o erfordert Innenprodukte
Innenprodukten in V und W

(W, F(V))w=w = (F"(W*),v)v= v 'yz(w, f(v)) = ’yl(fo(w), v)
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Darstellungsmatrizen adjungierter Homomorphismen

A N) =1 n (o) =11
Satz 34.41

Es seien (V,71) und (W, ~2) zwei endlich-dimensionale Euklidische
Raume mit Basen By bzw. Byy. Weiter seien f € Hom(V, W) und

AR nm
o M= Mpg¥(m) €K o A= M (f)e iR
o My = Mgg(%) c @™
Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix von ° € Hom(W, V)

A = MEY(F°) = Mt AT M,

go :(rv'av".)—-\ ° 4¢ o Tiomwr
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Biadjungierte Abbildung

Lemma 34.42
Es seien (V,71) und (W, ~2) endlich-dimensionale Euklidische Raume.

Dann ist die (71, 72)-biadjungierte Abbildung f°° := (f°)° identisch
zu f, unabhingig von den Innenprodukten +; und 7. “——
@) —ad/‘. ALb .
o (§a,q2) —ad/, At
Lowm
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Nochmal vier fundamentale Unterraume W&gmc\}\. LO)

Es seien (V,71) und (

und f € Hom(V, W).

Satz 21.36

Bild(f*) =
Kern(f*) =

Bild(f) =
Kern(f) =

Kern(f)°
Bild(f)°
OKern(f*)
OBild(£*)

in
in
in

in
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V*
W*
w

Satz 34.43

Bild(f°
Kern(f°
Bild(f
Kern(f

~— ~— ~— —

Lineare Algebra I1

W, ~2) endlich-dimensionale Euklidische Raume

Kern(f)t% in V
Bild(f)*v in W
Kern(f°)1, in W

Bild(f°)*e, in V.

Woche 12
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Endomorphismen induzieren orthogonale direkte Summen

Folgerung 34.44

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Weiter sei f € End(V) mit y-adjungierter Abbildung f° € End(V).

Dann gilt:

V = Kern(f) & Bild(f°)

V = Kern(f°) © Bild(f)
Reroers: Vo Kon(g) D Kene () +
= Kon (§)D B ({°)

ek V= ‘Edo&({)@ @»‘CM)L
= BllifH@D Ken (9
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