
Lineare Algebra II
Woche 12

01.07.2024 und 02.07.2024

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 12 1 / 27

Klauswrelwanz inkl .
Woche 13

keine
Ubungblatt 13 nicht zulassungsrelwant , Abgabe
letzte Vorlesung : Di

,
16

.
07 . 2024 (Woche14/1)

Erinnerung :

Alle Vektorraume in 534 sind reell (k=R)

Enklidischer Raum := R-Vektorraum mit IP



Nachtrag: positive Definitheit impliziert Invertierbarkeit

Lemma 34.6 (Version für Matrizen)

Es sei A 2 Rn⇥n
für n 2 N0 eine (nicht notwendig symmetrische) positiv

definite Matrix.

Dann ist A invertierbar, und die inverse Matrix A�1
ist wieder positiv

definit.

Beweis.
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*Ax 10 fir alle XeR" 1403

Wenn A nicht inverterbar ist
,

dann ist A nicht injectio ,
also ex. XERYKO]

mit Ax = 0.

=> xTAx = 0 ,
also ist A nicht positio definit

-

3A 3 = (x) A " (Ax) = XTATA"AX
& x : = A 3 +0 u

30 PERY * 3 = AX +0
= XTATX = XTAX > O



Homomorphismen Euklidischer Räume

Definition 34.20

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei Euklidische Räume.

Eine Abbildung f : V ! W heißt orthogonal oder eine (lineare)

Isometrie bzgl. (�1, �2), wenn f ein Homormophismus der

quadratischen Räume (V , �1) ! (W , �2) ist, wenn also gilt:
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ugl: Homomorphismen von Vektorraumen heiten
Sheare Abbildungen.

lEuklidischen)

· f ist linear

· r2 (flu) , f(vi) = Vela ,
v) fu

,
ver

(bedeutet : Winkelehaltend)

but: (51
,82)-orthogonal



Charakterisierung orthogonaler Abbildungen

Satz 34.21

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei Euklidische Räume und

f 2 Hom(V ,W ). Dann sind äquivalent:

1 f ist (�1, �2)-orthogonal.

2 kf (v)k�2
= kvk�1

für alle v 2 V .

3 kf (v1)� f (v2)k�2
= kv1 � v2k�1

für alle v1, v2 2 V .

4 Ist (vi )i2I eine orthonormale Familie in (V , �1), dann ist auch

(f (vi ))i2I eine orthonormale Familie in (W , �2).

5 Ist v ein Einheitsvektor in (V , �1), dann ist f (v) ein Einheitsvektor

in (W , �2).
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laugentren

abstandstren
lisometrisch)

Orthonormali
tatserhaltend



Orthogonale Abbildungen sind injektiv

Lemma 34.22

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei Euklidische Räume.

1 Ist f 2 Hom(V ,W ) eine (�1, �2)-orthogonale Abbildung, dann ist

f injektiv.

2 Gilt zusätzlich dim(V ) = dim(W ) = n 2 N0, dann ist f bijektiv

und f �1
ebenfalls eine bijektive orthogonale Abbildung.

Beweis. Übung
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Also notwendig dim() -dim(0) (E)



Komposition orthogonaler Abbildungen

Lemma 34.23

Es seien (U, �1) und (V , �2), (W , �3) Euklidische Räume. Sind

g : U ! V eine (�1, �2)-orthogonale Abbildung und

f : V ! W eine (�2, �3)-orthogonale Abbildung,

dann ist f � g : U ! W eine (�1, �3)-orthogonale Abbildung.
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(15) of (VVe) of (Hite)

--fog



Bijektive Isometrie in den Koordinatenraum

Lemma 34.24

Es sei (V , �) ein Euklidischer Raum mit dim(V ) = n 2 N0. Weiter sei

BV eine Basis von V und M := MBV
B⇤
V
(�) die Darstellungsmatrix von �.

Dann ist die Abbildung

�BV
: (Rn, �M) ! (V , �)

eine bijektive Isometrie. Das heißt, für alle u, v 2 V gilt
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O
EB(x)

N

-
EBy

XT1y = H(u ,v)

u = Er(X) ,
v = EBr(s)



Orthogonalität in Darstellungsmatrizen: Homomorphismen

Lemma 34.25

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei endlich-dimensionale Euklidische

Räume mit Basen BV bzw. BW . Weiter seien f 2 Hom(V ,W ) und

M1 := MBV
B⇤
V
(�1)

M2 := MBW
B⇤
W
(�2)

A = MBV
BW

(f )

Dann sind äquivalent:

1 f ist (�1, �2)-orthogonal.

2 Die Darstellungsmatrix A erfüllt ATM2 A = M1.

Beweis.
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dim[]= m dimil) = n

mXm

nxmyaER ER

uxn-

ERSM2SSATY =TMI

u =EBr(y)
,

v = Br(y)

E Ue(m,
v) = XTY

U2(f(u)
, f(r)) = [AX]Y MalAy] = XTATMzAy

u



Orthogonalität in Darstellungsmatrizen: Endomorphismen

Folgerung 34.26

Es sei (V , �) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum mit Basis BV .

Weiter seien f 2 End(V ) und

M := MBV
B⇤
V
(�) A = MBV

BV
(f )

Dann sind äquivalent:

1 f ist �-orthogonal.

2 Die Darstellungsmatrix A erfüllt ATM A = M.
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ER -RhXn

Literatur! Spezialfull M= F (d .
h

. Br ist ONB)

ATEA = I
2 I um ↑

EEnd(VM & End(V) Ettom
*Hom(V,

V* CV V*
)



Orthogonale Matrizen

Definition 34.27

1 Es seien m, n 2 N0, M1 2 Rm⇥m
und M2 2 Rn⇥n

symmetrisch und

positiv definit.

Eine Matrix A 2 Rn⇥m
heißt (M1,M2)-orthogonal im Fall

ATM2 A = M1

2 Es sei n 2 N0 und M 2 Rn⇥n
symmetrisch und positiv definit.

Eine Matrix A 2 Rn
heißt M-orthogonal im Fall

ATM A = M
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=

# =



Eigenwerte orthogonaler Endomorphismen

Lemma 34.29

Es sei (V , �) ein Euklidischer Raum.

Ist f 2 End(V ) �-orthogonal, dann gilt ⇤(f ) ✓ {±1}.

Beweis.
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(,
v) Eigenpaar von f

((vll = elf(vi) = ((xvll = (x) I (Vll = (x) = 1
.

u ~
#O + 0



Orthogonale Endomorphismen bilden eine Gruppe

Lemma 34.30

Es sei (V , �) ein Euklidischer Raum. Dann gilt:

1 Die �-orthogonalen Endomorphismen von (V , �) bilden eine

Gruppe bzgl. der Komposition, genannt die orthogonale Gruppe

des Euklidischen Raumes (V , �):

O(V , �) := {f 2 End(V ) | f ist �-orthogonal}.

2 Ist V endlich-dimensional, dann bilden die �-orthogonalen

Endomorphismen f 2 O(V , �) mit det(f ) = 1 einen Normalteiler

von O(V , �), genannt die spezielle orthogonale Gruppe des

Euklidischen Raumes (V , �):

SO(V , �) := {f 2 O(V , �) | det(f ) = 1}.

Beweis. Übung
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endlich-dimensionale

isee

-
von IP unabhngig



Orthogonale (Darstellungs)matrizen bilden eine Gruppe

Folgerung 34.31

Es sei M 2 Rn⇥n
symmetrisch und positiv definit. Dann gilt:

1 Die M-orthogonalen Matrizen in Rn⇥n
bilden eine Gruppe bzgl. der

Matrix-Multiplikation, genannt die orthogonale Gruppe des

Euklidischen Raumes (Rn, �M):

O(Rn, �M) := {A 2 Rn⇥n |A ist M-orthogonal}.

2 Die M-orthogonalen Matrizen A 2 Rn⇥n
mit det(A) = 1 bilden

einen Normalteiler von O(Rn, �M), genannt die spezielle

orthogonale Gruppe des Euklidischen Raumes (Rn, �M):

SO(Rn, �M) := {A 2 O(Rn, �M) | det(A) = 1}.
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EInnenprodukt aufA
#



Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

Beispiel 34.33

1 Die Matrix

A =


0 1

1 0

�
2 R2⇥2

ist I -orthogonal, denn:

A ist aber nicht M-orthogonal bzgl. der Innenproduktmatrix

M =


2 0

0 1

�
, denn:
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&

AGA = [i][i] [i] = [89) =⑰

O

ATRA = [28)[8i][] = [02]



Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

2 Die Drehabbildung, dargestellt durch

A =


cos(↵) � sin(↵)
sin(↵) cos(↵)

�
2 R2⇥2

bzgl. der Standardbasis, ist I -orthogonal, denn:
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O

AEA = [S][[5-5] = [04]
= [i] =E

det(A) = c +st = AESO(R-, Ull



Orthogonale Endomorphismen und Matrizen

3 Die Spiegelungsabbildung, dargestellt durch

A =


cos(2↵) sin(2↵)
sin(2↵) � cos(2↵)

�
2 R2⇥2

bzgl. der Standardbasis, ist I -orthogonal, denn:

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 12 16 / 27

↓
O

AEA = [5][][j_3] =[i]=
det (A) = -c-S = - 1

A-O(IYUI) (SO(i, (1)



Endlich-dimensionaler Vektorraum und Dualraum

Motivation

Zwischen einem Vektorraum V und seinem Dualraum V ⇤
gibt es

auch bei endlicher Dimension keinen kanonischen Isomorphismus.

Wenn wir jedoch ein Innenprodukt in V gewählt haben, dann

induziert dieses eine bevorzugte Wahl eines solchen Isomorphimus

in � 2 Hom(V ,V ⇤).

� ist mit den Innenprodukten � in V und kompatibel

ist, also eine lineare Isometrie.

Dieser Isomorphismus wird der Riesz-Isomorphismus des

Euklidischen Raumes (V , �) genannt.
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LinV



Darstellungssatz von Riesz

Satz 34.34

Es sei (V , �) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.

Dann ist die Abbildung � : V 3 v 7! �(·, v) 2 V ⇤
ein Isomorphismus.

Wird V ⇤
mit dem Innenprodukt ��1

ausgestattet, dann ist

� : (V , �) ! (V ⇤, ��1) eine bijektive Isometrie. Es gilt
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(Riesz-Fricket)

Riesz-Isom
.

-
~

-

Vit") -Orthogonal

((m,
v) = < T(v)

,
m> = <Hul

,
v > = U

+ (i(u) .i)
-v

EVT zV

eindeutig
Jade Element 3-V

*
kann dargestellt

werden in do Form (u) = ((v.. ) mit veV.



Rieszscher Darstellungssatz für
�
Rn, �M

�

Folgerung 34.36

Es sei n 2 N0 und M 2 Rn⇥n
symmetrisch und positiv definit.

Dann ist die Abbildung

� : Rn 3 x 7! M x 2 (Rn)⇤

eine bijektive Isometrie der Euklidischen Räume
�
Rn, �M

�
und�

(Rn)⇤, �M�1

�
.

Es gilt
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T =

Y u y
T
(x) = (My)ix =(y+M)M (Mx)

-
- - ~

Eh = < MX
, y >

= <My , X) EIR)* ERRY#

· Multipl mitM : R-> (2)#

& "M : (RY) *
+ IR

n



Orthogonalität dualer Homomorphismen

Satz 34.37

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei endlich-dimensionale Euklidische

Räume derselben Dimension und f 2 Hom(V ,W ). Dann sind

äquivalent:

1 f ist (�1, �2)-orthogonal.

2 f ⇤ ist (��1
2 , ��1

1 )-orthogonal.
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f * Hom/W+, V*)

mogl . Konst

fur Orte.

F

LTJl= vanf

① heipt : A inverterbar & ATMzA =My *(
② heist : A invertitbar & A MIAMI

↳

dim (V) = din(2) ist wesentlich !
Fur dim (V) dim(1) ist mind eine von

①, falsch .



Orthogonalität dualer Endomorphismen

Folgerung 34.38

Es sei (V , �) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum und

f 2 End(V ). Dann sind äquivalent:

1 f ist �-orthogonal.

2 f ⇤ ist ��1
-orthogonal.
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Adjungierter Homomorphismus

Definition 34.39

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei Euklidische Räume. Weiter sei

f 2 Hom(V ,W ) eine lineare Abbildung. Dann heißt

f � := ��1
V!V ⇤ � f ⇤ � �W!W ⇤ : W ! V

der zu f (�1, �2)-adjungierte Homomorphismus.

(V , �1) (W , �2)

(V ⇤, ��1
1 ) (W ⇤, ��1

2 )

�V!V⇤

f �

�W!W⇤

f ⇤
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undlich-dimensional

↓

oder28 , Das-
adjunguerte Abb .

-J

-
r2(co ,

8(r) = Ue(for) , v)
-



Vergleich dualer und adjungierter Homomorphismen

Es sei f 2 Hom(V ,W ).

dualer Homomorphismus

f ⇤ 2 Hom(W ⇤,V ⇤)

keine Abhängigkeit von

Innenprodukten

hw⇤ , f (v)iW ⇤,W = hf ⇤(w⇤) , viV ⇤,V

adjungierter Homomorphismus

f � 2 Hom(W ,V )

erfordert Innenprodukte

in V und W

�2
�
w , f (v)

�
= �1

�
f �(w), v

�
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Darstellungsmatrizen adjungierter Homomorphismen

Satz 34.41

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei endlich-dimensionale Euklidische

Räume mit Basen BV bzw. BW . Weiter seien f 2 Hom(V ,W ) und

M1 := MBV
B⇤
V
(�1)

M2 := MBW
B⇤
W
(�2)

A = MBV
BW

(f )

Dann gilt für die Darstellungsmatrix von f � 2 Hom(W ,V )

A� := MBW
BV

(f �) = M�1
1 ATM2
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dime() = m dimico) = n

Exmxm ERXm

Ehxm

8° =(Triv) of to Two w *



Biadjungierte Abbildung

Lemma 34.42

Es seien (V , �1) und (W , �2) endlich-dimensionale Euklidische Räume.

Dann ist die (�1, �2)-biadjungierte Abbildung f �� := (f �)� identisch

zu f , unabhängig von den Innenprodukten �1 und �2.
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u

[U, tn) - adj . Abb
.

der (OnEal-ady Abbe

rouf



Nochmal vier fundamentale Unterräume

Es seien (V , �1) und (W , �2) endlich-dimensionale Euklidische Räume

und f 2 Hom(V ,W ).

Satz 21.36

Bild(f ⇤) = Kern(f )0 in V ⇤

Kern(f ⇤) = Bild(f )0 in W ⇤

Bild(f ) = 0Kern(f ⇤) in W

Kern(f ) = 0Bild(f ⇤) in V .

Satz 34.43

Bild(f �) = Kern(f )? in V

Kern(f �) = Bild(f )? in W

Bild(f ) = Kern(f �)? in W

Kern(f ) = Bild(f �)? in V .
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vonfettau(V. 10)

Un

U2

Uz

M



Endomorphismen induzieren orthogonale direkte Summen

Folgerung 34.44

Es sei (V , �) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.

Weiter sei f 2 End(V ) mit �-adjungierter Abbildung f � 2 End(V ).

Dann gilt:

V = Kern(f ) k Bild(f �)

V = Kern(f �) k Bild(f )
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Beweis: V= Ker(f)& Ker(f)
+

= Ker (f)① Bild /f%

und v = Bild(f) @ Butc(f)
+

= Bild(f) Ken 189


