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Quadratische Form

Definition 32.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

@ g: V — K heilit eine quadratische Form auf V, wenn gilt:

0 g(au) = a?q(u) fir alle o € K und alle v € V
O Die Abbildung
M VvxVvs(uv)—qlut+v)—q(u)—q(v) e K
ist eine Bilinearform.

@ Die Menge aller quadratischen Formen auf V bezeichnen wir mit

QF(V).
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Quadratische Formen bilden einen Vektorraum

Lemma 32.2

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Dann ist QF(V) ein Unterraum des Vektorraumes KV = {f: V — K}
aller Abbildungen V — K.

Beweis. Ubung
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Bilinearformen induzieren quadratische Formen

Lemma 32.3

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Ist v: V x V — K eine Bilinearform auf V, dann ist

G(u) = ~(u, u)

eine quadratische Form auf V mit zugehdrigem ' = v + ~*.
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen
Satz 32.4
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit char(K) # 2.

Ge: Bilsym(V, V) > v+ g, € QF(V)
qy(u) = (v, u)

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Die zu g, inverse Abbildung ist
Yo: QF(V) 3 g — 74 € Bilsym(V, V)

Yol v) = 5 (a(u+v) — a(u) — a(v).

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 11 5 /38


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Satz 32.4
ge: Bilsym(V, V) = QF(V), gy (u) =~(u,u)

vei QF(V) = Bilgym(V, V), 7a(t, v) = %(q(u +v) = g(e) — g(v))

Beweis.
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Satz 32.4
ge: Bilsym(V, V) = QF(V), gy (u) =~(u,u)

vei QF(V) = Bilgym(V, V), 7a(t, v) = %(q(u +v) = g(e) — g(v))

Beweis.
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Beispiel 32.6
o

_ 12 2x2 _ 11 2x2
A_[O 3]6(@ und B_[l 3}6(@

induzieren verschiedene Bilinearformen:

Ya(x,y) =y Ax =
Y8(x,y) =y Bx =

Diese jedoch induzieren dieselbe quadratische Form, namlich

q(x) = va(x,x) = = v8(x, x).
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Beispiel 32.6
@ Die quadratische Form

g(x) = —x? —8xy X0+ 5x5

induziert die symmetrische Bilinearform

Ya(x,y) = y" X.
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Beispiel 32.6
© Die Abbildung

F:Q°xQ%3 (x,y) 2 3x1y1+ 0y €Q
ist keine Bilinearform, denn

f(2x,y) =6x1y1+y1y2
2f(x,y)=6x1y1+2y1y2

sind verschiedene Abbildungen.
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Quadratischer Raum und Orthogonalitat

Definition 33.1

Q Ist v € Bilsym(V/, V) eine symmetrische Bilinearform auf V und g
die zugehodrige quadratische Form, dann heilt (V,~) ein
quadratischer Raum iiber V.

@ Zwei Vektoren u, v € V heilen orthogonal bzgl. ~, wenn
~v(u, v) = 0 gilt.

© Wir fiihren auch die Mengenschreibweise E; 1 E5 fiir E1, E; C V
ein. Diese bedeutet u; L wy fiir alle u3 € E; und alle up € E>.
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Quadratischer Raum und Orthogonalitat

Definition 33.1

@ Eine Menge E C V in V heilt orthogonal bzgl. +, wenn ihre
Elemente paarweise orthogonal sind, d. h., wenn gilt: u L v fir alle
u,v € E mit u#v.

© Eine Familie (vj);es in V heillt orthogonal bzgl. -, wenn ihre
Mitglieder paarweise orthogonal sind, d. h., wenn gilt: v; L v; fiir

alle i,j € I mit i # j.

@ Der Unterraum
Et={ve V]y(uv)=0firalle ue E}

heilt das orthogonale Komplement bzgl. v der Menge E C V.
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Quadratischer Raum und Orthogonalitat

Beispiel 33.2

© Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit char(K) # 2. Mit
der Nullform ~ wird (V/, ) zu einem quadratischen Raum, in dem
zwei beliebige Vektoren stets orthogonal sind.

@ In V = R" erzeugt die symmetrische Bilinearform ~(x,y) i= y"x
den bekannten Begriff von Orthogonalitat.
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Satz des Pythagoras

Satz 33.3
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2
Ist die Familie (vi, ..., vk) orthogonal, dann gilt
k k
A ) =S e
i=1 j=1 i=1
Beweis.

k k k
(XY v) = = y(vi,v)

i=1 j=1 i=1
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Orthogonalbasis, orthogonale direkte Summe

Definition 33.4
Es sei (V/,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2.

@ Eine Familie B := (v;)jcs von Vektoren in V heifit eine
Orthogonalbasis, wenn B eine Basis von V und aulerdem
orthogonal bzgl. ~ ist.

@ Es sei (Uj)ies eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V. Die
Summe } ., U; <Uiel U,-> dieser Familie heilt eine

orthogonale direkte Summe, wenn die Summe direkt ist und
Ui L U; gilt fiir alle i,j € | mit i # j.

Wir schreiben fiir eine orthogonale direkte Summe auch &, U;
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Orthogonale direkte Summe, Orthogonalbasis

Satz 33.5
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2.

@ Ist B eine Orthogonalbasis von V und (B;);c/ eine Partition von B
mit nichtleerer Indexmenge /, dann gilt V = &, (B;).

@ Ist (U;)c/ eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V mit
Orthogonalbasen B;, i € I, und gilt V = @D, U;, soist J;, B
eine Orthogonalbasis von V.
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Orthogonalbasen und diagonale Darstellungsmatrizen

Lemma 33.7
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2.

Fiir eine Basis By von V sind dquivalent:

@ By ist eine Orthogonalbasis von V.

@ Die Darstellungsmatrix Mgv(fy) ist diagonal.

*
v
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Homomorphismus quadratischer Raume

Definition 33.8

Es seien (V,71) und (W,~2) quadratische Rdume tiber K mit
char(K) # 2.

@ Eine Abbildung f: V — W heillt ein Homomorphismus
quadratischer Rdume von (V,~1) in (W, ~2), wenn gilt:

f ist linear
Yo(f(u), f(v)) =v(u,v) firalleu,veV

@ Ist f: V — W bijektiv, so heillt f auch ein Isomorphismus
quadratischer Raume. (V,71) und (W, ~2) heilen dann auch
zueinander isomorphe quadratische Rdume.
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Inverse eines Isomorphismus quadratischer Raume

Lemma 33.9

Es seien (V,71) und (W, ~2) quadratische Raume liber K mit

char(K) # 2.

Ist f: V — W ein Isomorphismus quadratischer Raume, dann auch 1.
AuRerdem gilt Rang(y1) = Rang(72).

Beweis. Ubung
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Normalform symmetrischer Bilinearformen

Satz 33.10
Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum iiber K mit

char(K) # 2. Dann gilt:
@ V besitzt eine Orthogonalbasis By . In dieser ist die
Darstellungsmatrix Mgg(fy) diagonal.

@ Die Basis By kann so gewahlt werden, dass die Darstellungsmatrix
die folgende Gestalt hat:

Mg (7) =

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 11 20 / 38


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Normalform symmetrischer BLF in reellen Vektorraumen

Satz 33.13

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum iiber R.
Dann gilt: V besitzt eine Orthogonalbasis By, bzgl. der die
Darstellungsmatrix die Gestalt

B fn.
MB% (7) = —In_
Ono

hat. Dabei ist die Signatur (n4, n_, ng) eindeutig bestimmt.
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Tragheitssatz von Sylvester

Satz 33.14

Weiter sei A € R™" n € Ny. Dann gibt es eine reguldre Matrix
T € K™ sodass T-TA T~ eine Diagonalmatrix der Gestalt

_In,
0’70

ist. Die Anzahl der Diagonaleintrage, die gleich +1, —1 oder 0 sind, also
die Signatur der durch A induzierten Bilinearform 4, ist durch A
eindeutig festgelegt.
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Normalform symmetrischer BLF in komplexen Vektorraumen

Satz 33.16

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum iiber C.
Dann gilt: V besitzt eine Orthogonalbasis By, bzgl. der die
Darstellungsmatrix die Gestalt

mEe =" |

hat.
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Definitheit und Indefinitheit von Bilinearformen

Definition 34.1

Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber R.

Eine Bilinearform v € Bil(V, V) heilt

positiv definit, wenn y(v, v) > 0 gilt fiir alle v € V' \ {0}.
positiv semidefinit, wenn (v, v) > 0 gilt fir alle v € V.
negativ definit, wenn y(v, v) < 0 gilt fiir alle v € V' \ {0}.
negativ semidefinit, wenn (v, v) < 0 gilt fiir alle v € V.

©000O0CO

indefinit, wenn ~ weder positiv semi-definit noch negativ
semi-definit ist, wenn es also Vektoren vy, v» € V gibt mit
~v(v1,v1) > 0 und y(v2,v2) < 0.
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Innenprodukt, Euklidischer Raum

Definition 34.3
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber R.

Die symmetrische Bilinearform ~ heiBt ein Innenprodukt auf V/, wenn
~ positiv definit ist.

In diesem Fall heilt (V,~) auch ein reeller Innenproduktraum oder
Euklidischer Raum.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 11 25 / 38


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Innenprodukt, Euklidischer Raum

Beispiel 34.5
o

n
fy:R"XR”B(X,y)HyTx:Zx,-y,-ER
i=1
heilt das Standardinnenprodukt auf K".
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Innenprodukt, Euklidischer Raum

Beispiel 34.5
Q Fir

und die induzierte Bilinearform v, gilt

v(e1,e1) = v(e2, &) =

aber
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Orthogonalitat impliziert lineare Unabhangigkeit

Lemma 34.7
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum.

Ist (vi, ..., vk) eine orthogonale Familie von Vektoren in V' \ {0},
k € Ny, dann ist (v1,..., vk) linear unabhangig.

Beweis.
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Satz 34.8
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Dann gilt:

1w, v)? < y(u, u)y(v, v)
fir alle u,v € V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (u, v) linear abhangig ist.
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Norm auf einem reellen Vektorraum

Definition 34.10
Es sei V ein Vektorraum uber R.

@ Eine Abbildung ||-||: V — R heit eine Norm auf V/, wenn gilt:

|lu >0 und Jju|=0= u=0
lovull = e []u]
lu+ v < lull + vl

fir alle u,v € V und alle @ € R.

positive Definitheit
absolute Homogenitat

Dreiecksungleichung

@ Das Paar (V, ||-]|) heiBt ein normierter reeller Vektorraum.
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Jedes Innenprodukt induziert eine Norm

Satz 34.11
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Dann definiert

e V'3 us flull, = v/A(u0) € R
eine Norm auf V.

Beweis.
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Satz des Pythagoras

Satz 34.12

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Ist die Familie (v1,. .., vk)
orthogonal, dann gilt

k k
2
>l = S
i=1 i=1
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Normierter Vektor, orthonormale Familie, Orthonormalbasis

Definition 34.13
Es sei (V/,~) ein Euklidischer Raum mit Norm ||-|.

@ Ein Vektor u € V heillt ein normierter Vektor oder
Einheitsvektor, wenn ||u|| = 1 gilt.

@ Eine Menge E C V in V heilt orthonormal bzgl. ~, wenn die
Menge orthogonal ist und alle Elemente normiert sind.

© Eine Familie (vj);cs in V heillt orthonormal bzgl. -, wenn die
Familie orthogonal ist und alle ihre Mitglieder normiert sind.

@ Eine Familie B := (v;)jc; in V heilt eine Orthonormalbasis, wenn
B eine Basis von V' und auRerdem orthonormal bzgl. ~ ist.
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Normalform von Innenprodukten

Satz 34.14

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Dann gilt: V besitzt eine Orthonormalbasis By, .

Die Darstellungsmatrix erfiillt daher

ME(7) =
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Orthogonale Projektion auf einen Vektor

Definition 34.15
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum und v € V, u # 0.

Dann ist durch

v(v, u)
[|ul|?

proj: V' 3 v — projl(v) = ueV

die orthogonale Projektion bzgl. v auf (u) definiert.
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Eigenschaften der orthogonalen Projektion

Lemma 34.16

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum und u € V, u # 0. Dann gilt:

(1)
v(v, v)

ueV
Jull?

proj): V 5 v projl(v) =

definiert eine Projektion.

@ Es gilt V = Bild (pron) S Kern(pron).

Jedes v € V besitzt also eine eindeutige Zerlegung

v=u+uy mit u € (u) und uy € (u)t.
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Gram-Schmidt-Verfahren

Algorithmus 34.17

Eingabe: K Korper mit char(K) # 2

Eingabe: V ein Vektorraum iiber K

Eingabe: ~ ein Innenprodukt auf V

Eingabe: linear unabhangige Familie (v1,...,vx) in V
Ausgabe: orthogonale Familie mit (u1,...,ux) = (va,..., vk)

1: forj=1,...,k do

Jj—1 o
2: Setze ujkw—zwu;
=
Bestimme «; = ||u;||?
end for
5: return (uy, ..., uk)

P @
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Gram-Schmidt-Verfahren

Satz 34.19
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum.

Ist (u1, ..., uk) eine linear unabhangige Familie in V, dann liefert das
Gram-Schmidt-Verfahren eine orthogonale Familie (vi, ..., vx) von V
mit der Eigenschaft (vi,...,v;) = (u1,...,u;) firalle j=1,... k.

Beweis. Ubung
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