Lineare Algebra Il
Woche 11

25.06.2024 und 27.06.2024

WO Lo \/&c[e&bu/g Plevas Blotp
Ho o103, Do O O*.
Or O

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 11 1/38



Quadratische Form

Definition 32.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

@ g: V — K heilit eine quadratische Form auf V, wenn gilt:
0 g(au) = a?q(u) firalle a € K und alle v € V hemagein L&Z

O Die Abbildung
M VvxVvs(uv)—qlut+v)—q(u)—q(v) e K
ist eine Bilinearform. Gy, A T, v)= Tl )

@ Die Menge aller quadratischen Formen auf V bezeichnen wir mit

QF(V).
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Quadratische Formen bilden einen Vektorraum

Lemma 32.2

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Dann ist QF(V) ein Unterraum des Vektorraumes KV = {f: V — K}
aller Abbildungen V — K.

Beweis. Ubung
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Bilinearformen induzieren quadratische Formen

Lemma 32.3

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Ist v: V x V — K eine Bilinearform auf V, dann ist

Aven Lo )y

q’y(u) = 7(“7 U) W'{{A«U\g olor D T/
eine quadratische Form auf V mit zugehdrigem ' = v + ~*.
¥ 4 & C o=yt

TSUZ\A.t nwr deu Cow,apa&m)
Symon Al v a’

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 11 4 /38



Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen
Satz 32.4
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit char(K) # 2.

ge: Bilsym(V, V) > v+ g, € QF(V)
gy(u) = y(u, u) 4 dewdn | ludazie QF

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Die zu g, inverse Abbildung ist

Yo QF(V) 3 g = g €Bilym(V, V) 4 etn o tvdan

e
ol ()~ ) — q(v]). 2o
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen
Satz 32.4
ge: Bilsym(V, V) = QF(V), gy(u) =~(u,u)

To: QF(V) = Bilgm(V, V), (1, v) = 5 (a(u+ v) — (w) — a(v))

Beweis. ¢ _ﬂr. Cek lowar

Qg e (0) = (0P ) (o) = alecte) + K ()

<
~ Mpld* Agp (W) O
. = (0 thqp)() T
’ q_. o X. = (‘d@?‘(,\ﬂ H

(G @) = (4 () > Blaw)

1 (plni) 4l gln) = L r2000)
= é-q%(m7”?£u7 = 24k)1=4(d = gl
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Loé kdnmen Lrelueluy 229 Ly, ALF ol @ ‘/
Satz 32.4

@i Bilam(V, V) = QF(V),  a5(s) = (s, )

Yo QF(V) = Bilgm(V, V), q(uv) = 5 (4l +v) — a(u) — a(v))
Beweis. * Y. 0. = P gilg, (v

((1{ 04 (D) ) = (- (g0 (e

(%LM 4500~ (v )
= 1 (a'(wfv V) ‘-O’(Lz u) Q’(VLV))
e = 12 (K"“’\ -P(y(\/w)) ? x(uw)

G,
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Beispiel 32.6 e . Paded
_ |12 2x2 (11 2%2
A_[O 3}6(@ und B_[l 3}6(@

induzieren verschiedene Bilinearformen:

Yalxoy) =y Ax = XY, £ 2% 0, % S ¢,
v8(x,y) :yTBXZ X Y, +XlU7+x(nggk2&L

Diese jedoch induzieren dieselbe quadratische Form, namlich

2
q(X) = VA(X7X) :xlz'('le x& +;)&: ’YB(Xax)‘
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Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen

Beispiel 32.6
@ Die quadratische Form

g(x) = —xF —8x1x2 +5x5
induziert die symmetrische Bilinearform

— —L{
Yo, y) =y' e O] *

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 11 9 /38



Zusammenhang Bilinearformen und quadratische Formen
Beispiel 32.6
© Die Abbildung

FrQ?xQ3(x,y) = 3x1y1+y1y2€Q

istlkeine ?ilinearform, denn

f(2x,y) =6x1y1+y1y2
2f(x,y)=6x1y1+2y1y2

sind verschiedene Abbildungen.
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Quadratischer Raum und Orthogonalitat

LOstin \ormaun Lir Otguenlctit defindieu
Definition 33.1  \J < Veldorrawn 1o Wores K.
Q Ist v € Bilsym(V/, V) eine symmetrische Bilinearform auf V und g
die zugehodrige quadratische Form, dann heit (V,~) ein

quadratischer Raum iiber V. 4
) _ LDFettida’ (V.?)
Lo omaucha Weludgr - alks ‘s
@ Zwei Vektoren u, v € V heilen orthogonal bzgl. ~, wenn
¥(u, v) = 0 gilt. Y urun. ‘Belouhbe,
v e tdrfecd o LN

© Wir fiihren auch die Mengenschreibweise E; 1 E5 fiir E1, E; C V
ein. Diese bedeutet u; L wp fiir alle u3 € E; und alle up € E>.

wl E st ) LE
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Quadratischer Raum und Orthogonalitat

Definition 33.1

@ Eine Menge E C V in V heilt orthogonal bzgl. +, wenn ihre
Elemente paarweise orthogonal sind, d. h., wenn gilt: u L v fir alle
u,v € E mit u#v.

© Eine Familie (vj);cs in V heillt orthogonal bzgl. -, wenn ihre
Mitglieder paarweise orthogonal sind, d. h., wenn gilt: v; L v; fiir
alle i,j € I mit i #j.

KL@"KN::&/WLA_
@ Der Unterraum
Et={ve V]y(uv)=0firalle ue E}

heift das orthogonale Komplement bzgl. ~ der Menge E C V.
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Quadratischer Raum und Orthogonalitat

Beispiel 33.2

© Es sei V ein Vektorraum iliber dem Korper K mit char(K) # 2. Mit
der Nullform ~ wird (V/, ) zu einem quadratischen Raum, in dem
zwei beliebige Vektoren stets orthogonal sind.

@ In V = R" erzeugt die symmetrische Bilinearform ~(x,y) i= y"x
den bekannten Begriff von Orthogonalitat.

A
UTe= 2 grre
(=

=]
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Satz des Pythagoras

Satz 33.3
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2
Ist die Familie (vi, ..., vk) orthogonal, dann gilt
k k k
’Y(Z Vi, ) Vj) = 7(vi, v)).
=1 j=1 i=1
Beweis.

k k k & k
(X u) = Z ¥t 35 vo)
=1 j=1 st —— =1

=0 fux C*d.
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Orthogonalbasis, orthogonale direkte Summe

Definition 33.4
Es sei (V/, ) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2.

© Eine Familie B := (v;)ic; von Vektoren in V heifit eine
Orthogonalbasis, wenn B eine Basis von V und aulerdem

of orthogonal bzgl. ~ ist. Roct A eldvrect VW Stedoecld

@ Es sei (Uj)ies eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V. Die
Summe } ., Ui = (U,¢ U,-> dieser Familie heilt eine

orthogonale direkte Summe, wenn die Summe direkt ist und
Ui L U; gilt fiir alle i,j € | mit i # j.

[Ww schreiben fiir eine orthogonale direkte Summe auch &), U;

U L 22 W wrgee Rilmmantit oter @
JGI\‘)L Mﬂf @
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Orthogonale direkte Summe, Orthogonalbasis

Satz 33.5
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2.

@ Ist B eine Orthogonalbasis von V und (B;);c/ eine Partition von B
mit nichtleerer Indexmenge /, dann gilt V = &, (B;).

@ Ist (U;)c/ eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V mit
Orthogonalbasen B;, i € I, und gilt V = @D, U;, so ist J;; B
eine Orthogonalbasis von V.
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Orthogonalbasen und diagonale Darstellungsmatrizen

Lemma 33.7
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber K mit char(K) # 2

Fiir eine Basis By von V sind dquivalent:

@ By ist eine Orthogonalbasis von V.
NI
@ Die Darstellungsmatrlx MB* (y) ist diagonal. 0

Az lag) = (erwu\vam,d- = O fur ¢+,
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Homomorphismus quadratischer Raume

Definition 33.8

Es seien (V,71) und (W,~2) quadratische Rdume tiber K mit
char(K) # 2.

@ Eine Abbildung f: V — W heillt ein Homomorphismus
quadratischer Rdume von (V,~1) in (W, 2), wenn gilt:

f ist linear
Yo(f(u), f(v)) =v(u,v) firalleu,veV

@ Ist f: V — W bijektiv, so heillt f auch ein Isomorphismus
quadratischer Raume. (V,~1) und (W, ~2) heilen dann auch
zueinander isomorphe quadratische Raume.

(,VA\K‘/\) :_‘\/(v?-( Fz,)
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Inverse eines Isomorphismus quadratischer Raume

Lemma 33.9
Es seien (V,71) und (W, ~2) quadratische Raume iiber K mit
char(K) # 2.

Ist f: V — W ein Isomorphismus quadratischer Raume, dann auch f~1.

AuRerdem gilt Rang(v1) = Rang(12). w_ dale V cooliit ~olus Bt

Beweis. Ubung
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Normalform symmetrischer Bilinearformen

Satz 33.10

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum iiber K mit
char(K) # 2. Dann gilt:

@ V besitzt eine Orthogonalbasis By . In dieser ist die
Darstellungsmatrix Mgg(fy) diagonal.

@ Die Basis By kann so gewahlt werden, dass die Darstellungsmatrix
die folgende Gestalt hat:
O
B \

= ’Eou,\g (%) | R % €N L0y nEkd dmwdj
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Normalform symmetrischer BLF in reellen Vektorraumen
Wer U=R
Satz 33.13

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum iiber R.
Dann gilt: V besitzt eine Orthogonalbasis By, bzgl. der die
Darstellungsmatrix die Gestalt .
Y l
In, S

Bu(\ _ _
MB\*/(’Y) = In_
Neth_=0C 1%4/\.& (_dr)
hat. Dabei ist die Signatur (n4, n_, ng) eindeutig bestimmt.

Homerglud : Lotz ea 01 2 [MDvwz?wwz O
o SLpresmwneOlictanady et Vor 2 )

AU\&W it 2 e g, Korpen.

Ono
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Tragheitssatz von Sylvester

N
Satz 33.14 e (UW\M{M

Weiter sei A € R™" n € Ny. Dann gibt es eine reguldre Matrix
T € kx”, sodass T~ TA T~ eine Diagonalmatrix der Gestalt

_In,
0’70

ist. Die Anzahl der Diagonaleintrage, die gleich +1, —1 oder 0 sind, also
die Signatur der durch A induzierten Bilinearform ~,4, ist durch A
eindeutig festgelegt.

Do Lpy el eft md 89 forualart

Qe Lk elor bicid— eyt for Deocklliegs—
otz v RLF ]
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Normalform symmetrischer BLF in komplexen Vektorraumen

Satz 33.16

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum tiber C.
Dann gilt: V besitzt eine Orthogonalbasis By, bzgl. der die
Darstellungsmatrix die Gestalt

By . /r
M () = [ 0]
hat.

vajw koo, RET Led 2wl konplae Leaeln,
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Definitheit und Indefinitheit von Bilinearformen
georounets Uohper /

Definition 34.1
Ve

Es sei (V,7) ein quadratischer Raum iiber R. nact BLF

e nidd hothecsiud, c,wl«cf'vu«
Eine Bilinearform v € Bil(V, V) heilt
positiv definit, wenn (v, v) > 0 gilt fiir alle v € V' \ {0}.
positiv semidefinit, wenn (v, v) > 0 gilt fir alle v € V.
negativ definit, wenn y(v, v) < 0 gilt fiir alle v € V' \ {0}.

negativ semidefinit, wenn (v, v) < 0 gilt fiir alle v € V.

©000O0O

indefinit, wenn ~ weder positiv semi-definit noch negativ
semi-definit ist, wenn es also Vektoren vy, v» € V gibt mit
~v(v1,v1) > 0 und y(v2, v2) < 0.

gmipmm WA dn LI fod~
Drogtell o, Tl ALF 7 whes vreefun

Velchstvimme, 28 A Gt pas.sonmobifint e xrr‘\;g %
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Innenprodukt, Euklidischer Raum

Definition 34.3
Es sei (V,~) ein quadratischer Raum iiber R.

Die symmetrischd Bilinearform + heift ein Innenprodukt auf V/, wenn

~ positiv definit ist. ‘K(u\\ﬂ =A’(\/\v\ ) nwol K(V\V)7O ¥v+0,

In diesem Fall heilt (V,~) auch ein reeller Innenproduktraum oder
Euklidischer Raum.

Thnec prodadet Naxpt teach Slealarpvodedlst.

VW@W[MM{£94AL\J b
S Wb leadebn
a-v €V , el

Synabo ot (v .
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Innenprodukt, Euklidischer Raum

Beispiel 34.5
) =

V:R”XR”Bﬁ,y)HyTx_Zx;y;ER
i=1

heilt das Standardinnenprodukt auf #£. R™
repprdechdt olets dud Bl wadr L,

K(G){PCD): 1(-ht2e=4,
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Innenprodukt, Euklidischer Raum

Es vetdu] bediaTen aM( Depucthat mivyd ay, -
Beispiel 345 dut) Lduvpe vy vi) Oef LA ,’&u,,, Fuu. )0”'%
Q Fii =
“' T ($)
_[_2 1]6 ez*(,c)

und die induzierte Bilinearform v, gilt

Y(e1, e1) = v(ex, €p) =4,

-6)- 0L A10-0)
(Hatty %8, ) . E;Q/;L;co,
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Orthogonalitat impliziert lineare Unabhangigkeit

Lemma 34.6
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum.

Ist (v1,...,vk) eine orthogonale Familie von Vektoren in V' \ {0},
k € No, dann ist (vi, ..., vk) linear unabhangig.

e
it

O~ y(ve, JZ:, #jVi )

e
= e mecgber)
=\
J TC0 g ity >0

= Ap=0 ¥ s k.
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Satz 34.7
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Dann gilt:

v(u, v)* < (v, 1) 7(v, v) '
= | yua| elgluul ytnv

fir alle u,v € V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (u, v) linear abhangig ist.

Dor 6[(;{ fuv \leQ/) ZI"!M&A}OMAM(&»«{ V 7/
Ecacit 2R, Dyf cter Lhals  fur AV %0

o
@ 1 =orceor K&,‘Y) . el4] [;a
Verlve,J { 5w =
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Norm auf einem reellen Vektorraum

NOrn Mzﬁw‘ﬂr gy L&@w%f
Definition 34.9
Es sei (V,~) ein Vektorraum iiber R.

@ Eine Abbildung ||-||: V — R heilt eine Norm auf V/, wenn gilt:

|lul >0 und J|ju|=0 = u=0 positive Definitheit

|laul| = \a‘} ||ull Dd”‘,/ e R absolute Homogenitat
lu+v| < lul| + v Dreiecksungle'icbung
Subadelnctat

fir alle u,v € V und alle o € R.

@ Das Paar (V, ||-]|) heiBt ein normierter reeller Vektorraum.
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Jedes Innenprodukt induziert eine Norm

CSA yluyw) <lyluw] <« Nt !L\/{{(
Satz 34.10
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Dann definiert

Flly: V3w fully = V(v u) €R
\r‘

. 2
eine Norm auf V. -

Beweis. 4\ ubd(y 20 v Ny =0 = yluw) =0 = u=0
2) “oLu,l\'z, =—6’(0Lbc xw) ”—otzd'(u,w)
= Wuﬂ\r = o] Tl =~ Inl Lty
1) [mel[(Y ylaav, e v)e @LuLu)—l-Z(y(u_,v) %d,{vlv)
;\UU[Z t 2y (LN ) + ,N”lf
Ml ~ 2 ol oty <ol = (et o )
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Satz des Pythagoras

Satz 34.11

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum. Ist die Familie (v, ..., vk)
orthogonal, dann gilt

k k
2
ISl = S
i=1 i=1
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Normierter Vektor, orthonormale Familie, Orthonormalbasis

Definition 34.12
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum mit Norm ||-|.

@ Ein Vektor u € V heillt ein normierter Vektor oder
Einheitsvektor, wenn ||u|| = 1 gilt.

@ Eine Menge E C V in V heift orthobzgl. ~, wenn die
Menge orthogonal ist und alle Elemente normiert sind.

© Eine Familie (vj);cs in V heillt orthonormal bzgl. -, wenn die
Familie orthogonal ist und alle ihre Mitglieder normiert sind.

N R
@ Eine Familie B := (v;)jc; in V heilt eine Orthonormalbasis, wenn

B eine Basis von V und auRerdem orthonormal bzgl. v ist.
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Normalform von Innenprodukten

Satz 34.13

Es sei (V,~) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.
Dann gilt: V besitzt eine Orthonormalbasis By, .
Die Darstellungsmatrix erfiillt daher
= xlveyw)
1 2
By(y)= | =lwll
MB\*/(’Y) L

S

A
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Orthogonale Projektion auf einen Vektor

Definition 34.14
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum und v € V, u # 0.

Dann ist durch QL(,(,?
y(v,u) &

[Jul]? S
L—en eel)
die orthogonale Projektion bzgl. v auf (u) definiert.

}ovo[i (v) = Aukdvou v (b 2ad>?

projl: V 3 v — proj)(v) =

H&Ug% LU 6\&{7 ‘/
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Eigenschaften der orthogonalen Projektion

Lemma 34.15

Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum und u € V, u # 0. Dann gilt:

(1)
v(v, v)

ueV
Jull?

proj): V 5 v i projl(v) =

definiert eine Projektion.

@ Es gilt V = Bild (pron) S Kern(pron).
Jedes v € V besitzt also eine eindeutige Zerlegung

v=ul+ut mit ul e und ute (Wt
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Gram-Schmidt-Verfahren

Algorithmus 34.16

Eingabe: K Korper mit char(K) # 2

Eingabe: V ein Vektorraum iiber K

Eingabe: ~ ein Innenprodukt auf V

Eingabe: linear unabhangige Familie (v1,...,vk) in V
Ausgabe: orthogonale Familie mit (u1,...,ux) = (va,..., vk)

1:forj—1 ,k do

Y(vj, ui)
2: Setze uj < v; — Z uj

i=1 %0('
3: Bestimme «; = ||u;||?
4: end for
5: return (uy, ..., uk)
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Gram-Schmidt-Verfahren

Satz 34.18
Es sei (V,~) ein Euklidischer Raum.

Ist (u1, ..., uk) eine linear unabhangige Familie in V, dann liefert das
Gram-Schmidt-Verfahren eine orthogonale Familie (vi, ..., vx) von V
mit der Eigenschaft (vi,...,v;) = (u1,...,u)) firalle j =1,... k.

Beweis. Ubung
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