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: x=Ax
Frobenius-Normalform vs. Jordan-Normalform von A

Bt ttume vertbau s Bl p¥CAN) L9 (AN) nisd s ]

Frobenius-Normalform Jordan-Normalform
Zerlegung in direkte Summe Zerlegung in direkte Summe
A-invarianter Unterrdume der Bauart A-invarianter Ung€rraume

) ) verallgemeinerter Eigenraume
T
<X1, AXl, A Xl,...,A X1>,

reprasentiert jeweils durch ein lokales
Minimalpolynom.

CP1 ‘ ?
CPz
Cpk [1

Beoleithctrien oxloe ~ Rike
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Verallgemeinerte Eigenvektoren

Definition 30.1
Es sei K ein Korper und A € K" fiir n € Np.

© Ein Vektor x € K™\ {0} heilt ein verallgemeinerter Eigenvektor
oder Hauptvektor zum Eigenwert A € K der Matrix A, wenn

A=A x=0 .k xcKean ((AT04)
fir ein k € Ngilt. D Shefe b ke [ wenn
(AMC-A)Yex =0, ol (AD-A)*T x 20 gilk.
@ Die Menge = U Ken ((Aﬂz,)af)k)
leepN
GEig(A,\) == {x € K" | (A ] — A)*x = 0 fiir ein k € N}

heilt der verallgemeinerte Eigenraum zu )\ e K.
Nt Motwe iy en L) 2o~ Fodoeh
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Verallgemeinerte Eigenrdume sind A-invariant

QA x =0 = QA" Ax =0
dest  AT-A) A = A —AT = MAT-4A)

g0 cocin. QEAYCA = AT-A)T A (ATA)
= ACAT-A) S
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Eigenschaften der Kerne aufsteigender Potenzen

A =0 _=A%'x=0

Fiir jede quadratische Matrix A gilt!u“tﬂ’ﬂuh« /
T

{0} = Kern(A%) C Kern(A?) C Kern(A¥) C Kern(A¥1) C

W deapuclve
Joy = ke (AT4)") < ke ((AT#))
\_’W‘

v kdDs
¢ Kenn ((ATAY) 2 Sptvcldore

Lemma 30.2 Saittog Spatestu, bl k=n
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Dann gilt

Kern(A") = Kern(A"™) fiir alle j € No.

GEig(A,\) = Kern(()\l — A)”)
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Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume

Satz 30.3 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"™<" fiir n € Np.

D it Cwrles,
Wenn das charakteristische Polynom x4 wie in Aer Bl tbes-

ey abigeschlore -
Xa=A=A)" - (A= Xs)™ e Uorpon W&

e C.
voIIstéindig in Linearfaktoren zerfallt, dann gilt:
dRelete Sumn
n - . A ~Cuvencuter
K" = €D GEig(A, 1). Untesvecia me
j=1
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Innere Struktur verallgemeinerter Eigenrdume

Bt A, 2,20 VEV Ciufe
Ak = 2o e (M- A)x =0 A
ke = At M -Ao=-—x <(ATA %, 1%1\1\1)2261

(T = A)xs = = :

1

AR = ARy 4%y A=A x, = —xr—1 > QFAY k2O
Eude , Sobolol ACAIK a~Xp-y Nithd 88ber

Darstellungsmatrix von f4 auf dem Unterraum <x17 X2, ...,x,>:
Ty g f—
)\ /A,wzcue WnabhangSlest-+
ZO(’LXI(,“'O

X >‘- .. ocf[ X~ ) =0

\ 1| =
= '2: ap (ALAY Xx,=C

Pt S 20 | RO paw.
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Jordan-Block und Jordan-Matrix

Definition 30.5

Es sei K ein Korper.

@ Essei A € K und r € N. Dann heillt die Matrix

0

-
0
1
A

c Kr><r

derjJordan-Block/der GréRe r x r mit Diagonaleintrag \.

@ Eine Matrix A € K™" n € Ny, heilt eine Jordan-Matrix, wenn

sie eine Blockdiagonalmatrix aus lauter Jordan-Blocken ist.
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Eigenschaften von Jordan-Blécken
Chavaleh fuiv Aar Fllen vou BV Sud gorddas -Rlader mit r24,
Bemerkung 30.6
Q Fiir r = 1 ergibt sich 1(\) = (A) € KI*L.

@ Der Jordan-Block J.(\) ist dhnlich zur Begleitmatrix C, des
Polynoms p = (t — A\)" € K[t] und daher

XU, () = B,y = (E=A)" € K[t].

© ) € K ist der einzige Eigenwert von J,(). Dieser weist die
groltmégliche Differenz zwischen seiner algebraischen und
geometrischen Vielfachheit auf, denn es gilt

| d gr("\‘)
(&) = und pER(EA) = 1.
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Jordan-Normalform

Satz 30.7 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"™<" fiir n € Np.

Wenn das charakteristische Polynom x 4 vollstandig in Linearfaktoren
zerfillt, dann gilt:
S—

@ A ist ahnlich zu einer Jordan-Matrix
80ﬂ&u¢~ Jﬁ(Al)
Norwedbau 7 I (A2)

thres geom. Vuﬁ,&u/w,.,t

ke

Jm(Ak)

@ Die Jordan-Normalformen von A unterscheiden sich nur in der
Reihenfolge ihrer Jordan-Blocke.
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Eigenschaften der Jordan-Normalform

Bemerkung 30.8
Z r Sz oy -
j

o 12'8(A,\) 2
I (A1) Diw, elles
A=A L~
(%) Jo-RiGder 2 N
001 = 31 PO
k Y boumu mewfach vorlkonmen
xa=J(t=x)" /
j=1

LA = H(t _ )\)max{rjlx\j=A}
ACA(A) Grope des gor JeBlockn 22 A
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Jordan-Normalform

Beispiel 30.9

@ Die Matrix A = [ 3 i 24} € Q3*3 besitzt das charakteristische

Polynom und Mlnlmalpolynom XA =pa=(N— 2@

Es gl aldo nwr tiundBlode: Ga(2)

A 2 A
A= "2 |
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Jordan-Normalform

Beispiel 30.9

@ Die Matrix A = [i i 22} € Q3*3 besitzt das charakteristische
Polynom x4 = (A — 2)3 und das Minimalpolynom g4 = (A — 2@

Afle v’lr&lécla 5ehd, eu 2o 2. ér@ﬁu\v J@KZ,)
Notuewdis, wedtves J-—&lock 7, (2),

A(s
2
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Jordan-Normalform

Beispiel 30.9
4 —1-2 3
@ Die Matrix A = [_01 > 2 _‘1‘} € Q**4 besitzt das
-12 2 1
charakteristische Polynom yxa = (A — 3@)\ —2) und das

Minimalpolynom pa = (A — 3@()\ 2)@

BB Fo2)  wed Jal2)

>
P
W
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Jordan-Normalform

N fakultat
Beispiel 30.9
@ Die Darstellungsmatrix der Ableitungsabbildung f: K,[t] — K,[t]
bzgl. der Monombasis (to,tl, ét%...,d}t”) ist
0o 1 0——0
A
@t glaet)
el
31«‘&& (O)
0
1
0 0 A
O—— )
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Wiederholung: Bilinearformen auf einem Vektorraum

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Ocler ',Q:E \

Eine Abbildung v: V x V — K heilt eine Bilinearform auf V x V,
aur vV xV
wenn fiir jedes feste 7 € V und jedes feste v € V die Abbildungen

v(@,-): Vove=ay(a,v) e K
7('77): Vour ’)/(U,V) €K
beide linear sind. ((al Y eVY ad (('u"” eV’

Die Menge Bil(V, V) aller Bilinearformen V x V — K ist ein
K-Vektorraum.
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Wiederholung: Bilinearformen auf einem Vektorraum

Wir nennen eine Bilinearform

symmetrisch, wenn ~(u,v) = (v, u) firalle u,v e V
schiefsymmetrisch, wenn ~(u,v) = —y(v,u) fiir alle u,v € V

alternierend, wenn u=v = y(u,v)=0

gilt.

@ Jede alternierende Bilinearform ist schiefsymmetrisch.

e Im Fall char(K) # 2 ist auch jede schiefsymmetrische Bilinearform
alternierend.

Sl Lelwea 22.30
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Bilinearformen auf einem Vektorraum
D’ otuuda A (udba iVl RLF amf W
Beispiel 31.1
O Fiir jede Matrix A € K"*" ist die Abbildung
K'x K"3 (x,y) — yTAx € K
eine Bilinearform auf K”. 0
y A x
Die Symmetrieeigenschaften von ~y4 sind die von A.
= = o= 2
YA = (AT = X ATy = xThy
= A=A

T

Speasstfol  yr(Xy) 2 gTx = &g
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Bilinearformen auf einem Vektorraum

Beispiel 31.1

@ Die Multiplikation zweier Polynome S’l F({') @Y‘E) At
=R K[t] x K[t] 3 (p, q) — p—g=Klt} ek

ist eine symmetrische Bilinearform auf K{[t].

Eb(,uq?a[u’ @L’lf:hw\-)c@f‘ml h b~ &ymme‘/\ﬂ}ch :
(pg) > plo) - FTU) ek woh ol Ourfi ~

Symme'iw;m
NIV S &ymmc,’fﬂc‘e— top= t <A, é‘Fat
plor= 1 4(0) = 0
=1 PLO = 414 e
¥———w -
KCPL%)z” 5( 4_”0)'—"—0
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Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Definition 31.2

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
~v € Bil(V, V). Weiter sei By = (v1,...,Vv,), n € Ny, eine Basis von V.

Die Matrix

A= MEL() = (1 )y € K™

we T oeve | ve DAY

C=\

o oo = (Eeove, E)
n 28 O('f J\ Kq
- CZ’H J"Z—-»\ dcﬁ.)h leL‘]Vj) = bl‘,\) A :‘N>

—
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Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Bemerkung 31.3
~ € Bil(V, V) kann identifiziert werden mit 4 € Hom(V/, V*) durch

yem = f{\(\r) WY wadendaeds
. . 2y AV I TN e
et Moy () pocd £ et ] ©

Ist V' endlich-dimensional, dann ist die zu v € Hom(V/, V*) duale
Bilinearform ~*: V** = V — V* definiert durch
—

7*("]7 V) = 7(‘/7 U)

- A( —_
fir u,ve V. [a&”(ﬂﬁ =
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Transformation der Darstellungsmatrix

NCA

Satz 31.4
Es seien K ein Kérper V' eingndlich-dimensionaler Vektorraum
tiber K. Weiter seien By und BV Basen von V.

Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix einer Bilinearform v: V x V — K:
B _ B B B
Mg, (V) =Tg." Mg (1) Ts,/
Sympeniota b /3? T AT
\_/'(—Fauwpmuz\"i&

vouer iz ado )

— By
Wonverchbn @ T=Jg e alt nack, hee
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Kongruente Matrizen

Definition 31.5
Es seien K ein Korper und n € Ng.

Zwei Matrizen A,ZG K"*" heilen kongruent, wenn es eine
invertierbare Matrix T € K"*" gibt, sodass gilt:

A=TTAT L.
Kouﬁf wen?® s WUAMEW?WG\%‘,

A ot ymwm. =, At Sy,
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Kongruente Matrizen

Satz 31.6

Es seien K ein Korper, n € Ny und A,Ee K™ Weiter sei V ein

Vektorraum iiber K mit dim(V) = n und By, eine Basis von V mit

dualer Basis B}, v: V x V — K eine Bilinearform und A = M5 (7).
\2

Dann sind 3quivalent:

@ Aund A sind kongruente Matrizen{ 0('(&(6[@( &L+

Q Aist die Darstellungsmatrix von
und zugehdriger dualer Basis By).

zgl. einer geeigneten Basis By
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Versch. Transformationsverhalten von Darstellungsmatrizen

Bemerkung 31.7

Name Transformation  Darstellungsmatrizen von
Aquivalenztransform.  SAT1! Hom(V, W)
Ahnlichkeitstransform. TAT™! End(V)
Kongruenztransform. T TAT~1 Bil(V, V) = Hom(V, V*)

@ Einer Matrix kann man nicht ansehen, welche Art von Abbildung
sie reprasentiert!

o Beispielsweise ist die Frage nach Eigenwerten einer Matrix oder
nach ihrer Jordan-Normalform nur dann sinnvoll, wenn diese einen
Endomorphismus reprasentiert!
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Rang einer Bilinearform

Definition 31.8

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K mit

dim(V) = n € Ny. Weiter sei v: V x V — K eine Bilinearform und
A= Mgg(’y) € K™ ihre Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen

Basis By von V.

Wir definieren den Rang der Bilinearform ~ durch
Rang(7) = Rang(A).
WWM, Wil Rony conrs Moty Lot
sl wd Ui, ude Wowgraemzin,
olton Bt (Polgruay AL61),
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Nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen

Definition 31.9

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Weiter sei
~v: V x V — K eine Bilinearform.

@ ~ heilt nicht ausgeartet, wenn die linearen Abbildungen

Vsury(u,-)e V*
Voveq(,v)e V*

beide injektiv sind. Andernfalls heilt v ausgeartet.
@ ~ heilt perfekt, wenn die linearen Abbildungen

Vsury(u,-)e V*
Voveq(,v)e V*

beide bijektiv sind.
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) Lo Audt-) dpmmednd ot jueed
Nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen £ow oter et
h et noraeudhy codk (8, -
Lemma 31.10 / A tenSeal
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Weiter sei
~v: V x V — K eine Bilinearform.
Dann sind aquivalent:

@ 1~ ist nicht entartet.

Ke ) .
@ Es gelten Tt mit edlge. V&V @Ai(?;f{“t ))
£ =

y(u,v)=0firalleveV = u=0
Y(u,v)=0firalleuveV = v=0
7 Terleo mact eclln L&V
© Es gelten
fir alle u # 0 existiert v € V mit y(u,v) # 0
fur alle v # 0 existiert u € V mit y(u,v) # 0

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 10 28 / 29



Nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen

Lemma 31.11

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iliber K mit
dim(V) = n € Ng. Weiter sei v: V x V — K eine Bilinearform und
A= Mgv(v) € K" ihre Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen

v
Basis By von V.

Dann sind dquivalent: ® Rowg (7Y =
Q u— y(u,-) ist injektiv.

Q@ v — 7(:,v) ist injektiv.
© 1 ist nicht-entartet.
Q 1 ist perfekt.

Q A ist regular.
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