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Frobenius-Normalform vs. Jordan-Normalform von A

Frobenius-Normalform
Zerlegung in direkte Summe
A-invarianter Unterräume der Bauart

⌦
x1, Ax1, A

2 x1, . . . ,A
m�1 x1

↵
,

repräsentiert jeweils durch ein lokales
Minimalpolynom.

2

6664 . . .

Cp1

Cp2

Cpk

3

7775

Jordan-Normalform
Zerlegung in direkte Summe
A-invarianter Unterräume
verallgemeinerter Eigenräume
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X = AX

Eigensaume reichen im Fall 90(A
.
x) <Ma (A) nicht aus !

-
↳

[F: ]
Begleitmatrizen Jordan-Blocke



Verallgemeinerte Eigenvektoren

Definition 30.1
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0.

1 Ein Vektor x 2 K n \ {0} heißt ein verallgemeinerter Eigenvektor

oder Hauptvektor zum Eigenwert � 2 K der Matrix A, wenn

(� I � A)k x = 0

für ein k 2 N gilt.

2 Die Menge

GEig(A,�) :=
�
x 2 K n

�� (� I � A)k x = 0 für ein k 2 N
 

heißt der verallgemeinerte Eigenraum zu � 2 K .
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d.
h

.

Xekem ((XI*c)

Die Stufe ist ken
,

wenn

(I-A)kx = 0
,

aber (XF-A)
**

x -0 gitt .

U ken((xI* (4)=

KEN

nicht notwendig ein EW zurMatriAl



Verallgemeinerte Eigenräume sind A-invariant
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(IF-A)
"

x = 0 = (xI-A)" AX =or
-

dean : (xF-A) A = X A -A = AlxI-A)

also auchIF-Al"A = IXI-A)"" A (XI-A)

= -- = A(XI-A)k



Eigenschaften der Kerne aufsteigender Potenzen

Für jede quadratische Matrix A gilt

{0} = Kern(A0
) ✓ Kern(A1

) ✓ Kern(Ak
) ✓ Kern(Ak+1

) ✓ · · ·

Lemma 30.2
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0. Dann gilt

Kern(An
) = Kern(An+j

) für alle j 2 N0.

GEig(A,�) = Kern
�
(� I � A)n

�
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Unterraum ↑x =0 =1+
x

=0

-mit ↓
-

imbesondere

403 = Ker)(dF-A)) Ken ((XI-A))
-

Eigenrektoren
-
> Keen ((XF-AK) ---

Sitting sptestun beik=n



Zerlegung in verallgemeinerte Eigenräume

Satz 30.3 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0.

Wenn das charakteristische Polynom �A wie in

�A = (�� �1)
n1 · · · (�� �s)

ns

vollständig in Linearfaktoren zerfällt, dann gilt:

K n
=

sM

j=1

GEig(A,�j).
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Da it im bes

der Fall ber

alg . abgeschlosse-
neukorpen wie
inK

.

direkte Summe
* invarianter

Unterraume



Innere Struktur verallgemeinerter Eigenräume

(� I � A) x1 = 0

(� I � A) x2 = �x1

(� I � A) x3 = �x2

...
... =

...
(� I � A) xr = �xr�1

Darstellungsmatrix von fA auf dem Unterraum
⌦
x1, x2, . . . , xr

↵
:

2

666664

3

777775
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↓ Eigenwert von A
, X +0 VEV Stuge

Ax,
= Xx E 1

Axe = Xx+ X 1 z => (AI-A)"Xz = - E IASXe
= O 2

3

!
Axr = XXr +xr- => (xF-A) Xr = 0

r

Ende ,
sobald (F-)Xr = -Xr-, nicht losbar

-
Basis

x - X 1
lineare Unabhngigkeit:MX& [xkYk=0
k= 1

Y => ar=

Xr - d.h . xr(-Xr-1) =0
-

-- = av = D #O Usu .



Jordan-Block und Jordan-Matrix

Definition 30.5
Es sei K ein Körper.

1 Es sei � 2 K und r 2 N. Dann heißt die Matrix

Jr (�) :=

2

666666664

� 1 0 0

0

0

1
0 0 �

3

777777775

2 K r⇥r

der Jordan-Block der Größe r ⇥ r mit Diagonaleintrag �.
2 Eine Matrix A 2 K n⇥n, n 2 N0, heißt eine Jordan-Matrix, wenn

sie eine Blockdiagonalmatrix aus lauter Jordan-Blöcken ist.
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Eigenschaften von Jordan-Blöcken

Bemerkung 30.6
1 Für r = 1 ergibt sich J1(�) =

�
�
�
2 K 1⇥1.

2 Der Jordan-Block Jr (�) ist ähnlich zur Begleitmatrix Cp des
Polynoms p = (t � �)r 2 K [t] und daher

�Jr (�) = µJr (�) = (t � �)r 2 K [t].

3 � 2 K ist der einzige Eigenwert von Jr (�). Dieser weist die
größtmögliche Differenz zwischen seiner algebraischen und
geometrischen Vielfachheit auf, denn es gilt

µalg
(A,�) = r und µgeo

(A,�) = 1.
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Charakt. fur das Fehlen von EV sind Jordan-Blockemit 1.

7r(X) Fr(x)
3 3



Jordan-Normalform

Satz 30.7 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0.

Wenn das charakteristische Polynom �A vollständig in Linearfaktoren
zerfällt, dann gilt:

1 A ist ähnlich zu einer Jordan-Matrix
2

6664 . . .

Jr1(�1)

Jr2(�2)

Jrk (�k)

3

7775

2 Die Jordan-Normalformen von A unterscheiden sich nur in der
Reihenfolge ihrer Jordan-Blöcke.
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kEIN
Jordan-

Normalform q j
Eigenwerte
entsprechend

ihrer geom . Vielfachheit



Eigenschaften der Jordan-Normalform

Bemerkung 30.8
2

6664

Jr1(�1)

Jr2(�2)
. . .
Jrk (�k)

3

7775

µalg
(A,�) =

X

�j=�

rj

µgeo
(A,�) =

X

�j=�

1

�A =

kY

j=1

(t � �j)
rj

µA =

Y

�2⇤(A)

(t � �)max{rj |�j=�}
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Summe der

Dim aller

J- Blocke zu x

Anzahl der

F-Blocke zu X

X; kann mehrfach vorkommen

-

Grie des gr. J- -Blocks zu X



Jordan-Normalform

Beispiel 30.9

1 Die Matrix A =

h 0 1 3
3 1 �4
�2 1 5

i
2 Q3⇥3 besitzt das charakteristische

Polynom und Minimalpolynom �A = µA = (�� 2)3.
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O

Es gibt also nur eneny-Block : Jg(2)

A = [22)



Jordan-Normalform

Beispiel 30.9

2 Die Matrix A =

h 1 1 2
1 1 �2
�1 1 4

i
2 Q3⇥3 besitzt das charakteristische

Polynom �A = (�� 2)3 und das Minimalpolynom µA = (�� 2)2.
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O

Alle J .
-Blocke gehren zu 2

. Groster : Je(2)
Notwendig .

Weiter J. -Block Je (2).

* Ek]



Jordan-Normalform

Beispiel 30.9

3 Die Matrix A =

 4 �1 �2 3
�1 5 2 �4
0 1 3 �1
�1 2 2 1

�
2 Q4⇥4 besitzt das

charakteristische Polynom �A = (�� 3)3(�� 2) und das
Minimalpolynom µA = (�� 3)2(�� 2).

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 10 14 / 29

O
O ①

=(3) folz) und 70(3)

]



Jordan-Normalform

Beispiel 30.9
4 Die Darstellungsmatrix der Ableitungsabbildung f : Kn[t] ! Kn[t]

bzgl. der Monombasis
⇣
t0, t1, t2, . . . , tn

⌘
ist

0

BBBBBBBBBB@

0 1 0 0

2

0

0 0 n

1

CCCCCCCCCCA
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u Fakultat

↓
↳ ↓

n!

11

Kates xues

In+=(0) =

-
o



Wiederholung: Bilinearformen auf einem Vektorraum

Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K .

Eine Abbildung � : V ⇥ V ! K heißt eine Bilinearform auf V ⇥ V ,
wenn für jedes feste u 2 V und jedes feste v 2 V die Abbildungen

�(u, ·) : V 3 v 7! �(u, v) 2 K

�(·, v) : V 3 u 7! �(u, v) 2 K

beide linear sind.

Die Menge Bil(V ,V ) aller Bilinearformen V ⇥ V ! K ist ein
K -Vektorraum.
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e: auf V

-

Hu, IeV
*

und fl ,vert



Wiederholung: Bilinearformen auf einem Vektorraum

Wir nennen eine Bilinearform

symmetrisch, wenn �(u, v) = �(v , u) für alle u, v 2 V

schiefsymmetrisch, wenn �(u, v) = ��(v , u) für alle u, v 2 V

alternierend, wenn u = v ) �(u, v) = 0

gilt.

Jede alternierende Bilinearform ist schiefsymmetrisch.
Im Fall char(K ) 6= 2 ist auch jede schiefsymmetrische Bilinearform
alternierend.
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Siehe Lemma 22
.
30



Bilinearformen auf einem Vektorraum

Beispiel 31.1
1 Für jede Matrix A 2 K n⇥n ist die Abbildung

K n ⇥ K n 3 (x , y) 7! yTAx 2 K

eine Bilinearform auf K n.

Die Symmetrieeigenschaften von �A sind die von A.
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Dredurch A induzirte BLF auf Ku

-

T
yTAx = (yTAx)T = xATy

= XTAy
c = , A = AT

Spezialfall : (I(X, 4) = yTx = XTy



Bilinearformen auf einem Vektorraum

Beispiel 31.1
2 Die Multiplikation zweier Polynome

K [t]⇥ K [t] 3 (p, q) 7! p · q 2 K [t]

ist eine symmetrische Bilinearform auf K [t].
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1

6 p(t) - j(t) &E

k= R - Ek

Ebenfalls Bilinearform , nicht-symmetrisch :

(P1q) It p(O)-()EK und nicht anti-

symmetrisch
Nicht-Symmetrie :

p = + +1
, q t

p(o) = 1 =10) = 0

-(1) = 1 (1) = 1 +1tk
-~

Xpq) = 1 8(q , p) = 0



Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Definition 31.2
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K und
� 2 Bil(V ,V ). Weiter sei BV = (v1, . . . , vn), n 2 N0, eine Basis von V .

Die Matrix
MBV

B⇤
V
(�) =

�
�(vi , vj)

�n
i ,j=1 2 K n⇥n

heißt die Darstellungsmatrix der Bilinearform � bzgl. der Basis BV .
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Funda -

A : = mental-
matrix

u= divi, v= Bjvj russej= 1

= flu ,
v) = r)iBirj)

= Citi =(
- LTI



Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Bemerkung 31.3
� 2 Bil(V ,V ) kann identifiziert werden mit b� 2 Hom(V ,V ⇤

) durch

Ist V endlich-dimensional, dann ist die zu � 2 Hom(V ,V ⇤
) duale

Bilinearform �⇤ : V ⇤⇤ ⇠= V ! V ⇤ definiert durch

�⇤(u, v) = �(v , u)

für u, v 2 V .
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(l , v) = Y(v)
Wir unterscheiden j

eigentlich : M(8) madment !

~

mente
SurTauch der Argu- dualer Homo-

morphismus



Transformation der Darstellungsmatrix

Satz 31.4
Es seien K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
über K . Weiter seien BV und bBV Basen von V .

Dann gilt für die Darstellungsmatrix einer Bilinearform � : V ⇥ V ! K :

M bBV
bB⇤
V

(�) = T B⇤
V

bB⇤
V

MBV
B⇤
V
(�) T bBV

BV
.
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alt
new

symmetrionalty! A = T
*

AT
~Transponcerta

vneinander

Konvention : T =J com alt nach new
"



Kongruente Matrizen

Definition 31.5
Es seien K ein Körper und n 2 N0.

Zwei Matrizen A, bA 2 K n⇥n heißen kongruent, wenn es eine
invertierbare Matrix T 2 K n⇥n gibt, sodass gilt:

bA = T�TAT�1.
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Kongruenz ist Equivalenztransformation .

* it symm. 1- A not symm.



Kongruente Matrizen

Satz 31.6
Es seien K ein Körper, n 2 N0 und A, bA 2 K n⇥n. Weiter sei V ein
Vektorraum über K mit dim(V ) = n und BV eine Basis von V mit
dualer Basis B⇤

V , � : V ⇥ V ! K eine Bilinearform und A = MBV
B⇤
V
(�).

Dann sind äquivalent:
1 A und bA sind kongruente Matrizen.
2 bA ist die Darstellungsmatrix von � bzgl. einer geeigneten Basis bBV

und zugehöriger dualer Basis bB⇤
V .
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↓
dieselbe BLF



Versch. Transformationsverhalten von Darstellungsmatrizen

Bemerkung 31.7

Name Transformation Darstellungsmatrizen von

Äquivalenztransform. S AT�1
Hom(V ,W )

Ähnlichkeitstransform. T AT�1
End(V )

Kongruenztransform. T�TAT�1
Bil(V ,V ) ⇠= Hom(V ,V ⇤

)

Einer Matrix kann man nicht ansehen, welche Art von Abbildung
sie repräsentiert!
Beispielsweise ist die Frage nach Eigenwerten einer Matrix oder
nach ihrer Jordan-Normalform nur dann sinnvoll, wenn diese einen
Endomorphismus repräsentiert!
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Rang einer Bilinearform

Definition 31.8
Es seien K ein Körper und V ein Vektorraum über K mit
dim(V ) = n 2 N0. Weiter sei � : V ⇥ V ! K eine Bilinearform und
A = MBV

B⇤
V
(�) 2 K n⇥n ihre Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen

Basis BV von V .

Wir definieren den Rang der Bilinearform � durch

Rang(�) := Rang(A).
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Wohldefinit , weil Ray ener Matrix unter

Aquivalent- und Lisb
,

unter Kongruenztr.

erhalten bleibt (Folgrung 15.41).



Nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen

Definition 31.9
Es seien K ein Körper und V ein Vektorraum über K . Weiter sei
� : V ⇥ V ! K eine Bilinearform.

1 � heißt nicht ausgeartet, wenn die linearen Abbildungen

V 3 u 7! �(u, ·) 2 V ⇤

V 3 v 7! �(·, v) 2 V ⇤

beide injektiv sind. Andernfalls heißt � ausgeartet.
2 � heißt perfekt, wenn die linearen Abbildungen

V 3 u 7! �(u, ·) 2 V ⇤

V 3 v 7! �(·, v) 2 V ⇤

beide bijektiv sind.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 10 27 / 29



Nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen

Lemma 31.10
Es seien K ein Körper und V ein Vektorraum über K . Weiter sei
� : V ⇥ V ! K eine Bilinearform.

Dann sind äquivalent:
1 � ist nicht entartet.
2 Es gelten

�(u, v) = 0 für alle v 2 V ) u = 0
�(u, v) = 0 für alle u 2 V ) v = 0

3 Es gelten

für alle u 6= 0 existiert v 2 V mit �(u, v) 6= 0
für alle v 6= 0 existiert u 2 V mit �(u, v) 6= 0
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Bei (Auti-) Symmetric recient jeweils
eine der Bed

nicht notwendig endlich-

↓ dimensional

kem(uHf(n, ))
Testeu mit allen veV

- 10h
T

↑ Testen mit allem neV



Nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen

Lemma 31.11
Es seien K ein Körper und V ein Vektorraum über K mit
dim(V ) = n 2 N0. Weiter sei � : V ⇥ V ! K eine Bilinearform und
A = MBV

B⇤
V
(�) 2 K n⇥n ihre Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen

Basis BV von V .

Dann sind äquivalent:
1 u 7! �(u, ·) ist injektiv.

2 v 7! �(·, v) ist injektiv.

3 � ist nicht-entartet.

4 � ist perfekt.

5 A ist regulär.
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⑥ Rang(j) = n


