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Erganzung zu §24: direkte Summe von Unterrdumen

Lemma 24.9
Es sei K ein Korper.
© Essei Ac K™ fiir n € Ng. Sind A\1,..., s, s € Np, paarweise

verschiedene Eigenwerte von A, dann ist die Summe der
Unterrdaume Eig(A, A1), ..., Eig(A, As) direkt.

@ Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V). Sind
A1,..-,As, S € Ng, paarweise verschiedene Eigenwerte von f, dann
ist die Summe der Unterrdume Eig(f, A1), ..., Eig(f, As) direkt.

In Lemma 24.7 und Lemma 24.8 wurde das Resultat zunachst nur fur
zwei verschiedene Eigenwerte formuliert.
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Erganzung zu §24: notwendiges und hinreichendes Kriterium

Satz 24.28 (Version fiir Matrizen)
Es sei A € K™ fiir n € Ng. Weiter seien A1,...,\s, s € Np, die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Dann sind dquivalent:

O A ist diagonalisierbar.

@ K"=(PEig(A ).
j=1

S|
o Zﬂgeo(A’ Aj) = n.
j=1
@ Das charakteristische Polynom y 4 zerfllt vollstandig in
Linearfaktoren, und es gilt 12'8(A, \;) = u8°(A, );) fiir alle
j=1...s.

Das Beispiel 24.29 (mdgliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit)
hat das Resultat zwar suggeriert, aber es war nicht formuliert/bewiesen.
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Minimalpolynom einer Diagonalmatrix

Lemma 28.11
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Diagonalmatrix

ai
A=

dn

Ist {b1,...,bs} ={a1,...,an} und sind by, ..., bs paarweise
verschieden, dann gilt

pa= (A= br)--- (A= bs).
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Notwendiges und hinreichendes Krit. fiir Diagonalisierbarkeit

Satz 28.12 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ng eine Matrix.

Dann sind aquivalent:
O A ist diagonalisierbar.

@ Das Minimalpolynom pa zerféllt in Linearfaktoren und besitzt nur
einfache Nullstellen.
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Notwendiges und hinreichendes Krit. fiir Diagonalisierbarkeit

Beispiel 28.13 (vgl. Beispiel 28.8)
@ Die Matrix

_ 01 2x%2
A_[l O]GQ

besitzt das Minimalpolynom pig = (A —1) (A +1)

@ Die Matrix
1 -1 0
A=1|-8 1 4| er>3
2 -1 -1

besitzt das Minimalpolynom g4 = (A + 1)% (A — 3)
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Notwendiges und hinreichendes Krit. fiir Diagonalisierbarkeit

Beispiel 28.13 (vgl. Beispiel 28.8)

© Die Matrix
2 -1 -1
A=1|-6 1 2| er¥3
3 -1 =2

besitzt das Minimalpolynom pa = (A + 1) (A — 3)
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Begleitmatrix

Definition 28.14
Es sei K ein Korper und

n—1
p=\+> a;N € K[\
j=0

ein normiertes Polynom vom Grad n € Ny. Die Matrix

0 0——0 —ag
1 0— 0 -o
C,= 1[0 1 —ap | e KXo
‘ \\0 ‘
0——00 1 —ap

heilt die Begleitmatrix von p.
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Polynome von Begleitmatrizen
Lemma 28.15
Es sei K ein Korper und p € K[)\] ein normiertes Polynom. Dann gilt:
X¢c, = K, = P.

Beweis. Die Behauptung fiir

A 0—0 Qg
-1 X 0 0 a1
0 -1 \ a
xc, = det(A ] — Cp) = det \ 0
-1 A Qp_1
0———0 -1 Aa,

kann man mit Laplaceschem Entwicklungssatz und Induktion zeigen.
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Lokal annullierende Polynome

Lemma 29.1
Es sei K ein Korper.

@ Essei Ae K™ fiir n € Ng. Fiir x € K" ist die Menge
Jax = {p e K[\ | p(A)x =0}
ein Ideal in K[\] ungleich dem Nullideal.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und
f € End(V). Fir v € V ist die Menge

Jrw = {p € KN | B(F)(v) = 0}

ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
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Lokales Minimalpolynom

Definition 29.2

Es sei K ein Korper.
@ Essei Ac K™" fiir ne Ng und x € K".

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom j14 » geringsten
Grades mit der Eigenschaft p14 x € Ja « heilt das (lokale)
Minimalpolynom von A bzgl. x.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem
Korper K. Weiter sei f € End(V) und v € V.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom ¢, geringsten
Grades mit der Eigenschaft i, € Jr, heillt das (lokale)
Minimmalpolynom von f bzgl. v.
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Zusammenhang der lokalen Minimalpolynome

Satz 29.3
Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iber K mit der Basis By = (vi,...,Vy), n € Ng. Weiter sei

f € End(V) und A = Mg (f).

Dann gilt fiir v € V und seinen Koordinatenvektor x = <I>§$(v):

Hf v = HAx-

Beweis. Ubung

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 09 12 / 32


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms

Beispiel 29.4
o
= (@) AT 3 L]e= () #e=[55F1=(3)
1 -2 6
[AOX Al x AZX]: 0 1 -3
0 1 -3
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Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms

Beispiel 29.4
(2]
=) w=[F23= ) #r=[323= (1)
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Das lokale Minimalpolynom als Teiler

Lemma 29.5
Es sei K ein Korper.
© Essei Ac K™ fiir n € Ng und x € K". Dann teilt das lokale

Minimalpolynom (14 « jedes Polynom mit der Eigenschaft
p(A)x = 0.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und
f € End(V) sowie v € V. Dann teilt das lokale Minimalpolynom
pif,v jedes Polynom mit der Eigenschaft p(f)(v) = 0.
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Lokale Minimalpolynome erzeugen A-invariante Unterrdume

Lemma 29.6
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Matrix. Weiter sei

x € K" und
d—1 .
pax =Y o X + X
j=0

das lokale Minimalpolynom bzgl. x.

Dann ist der Unterraum
U = <x, Ax, Ax, ... A9t x>
ein A-invarianter Unterraum mit der Basis

By = (x, Ax, A2x,...,Ad_1X).
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Lokale Minimalpolynome erzeugen A-invariante Unterrdume

Lemma 29.6
d—1 Uy = <x, Ax, Ax, ... A9t x>
PAx = Zaj N+ = st A-invariant mit Basis
4= B, = (x, Ax, Azx,...,Ad_lx)
Beweis.
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng eine Matrix.

@ Fiir verschiedene x € K" haben die lokalen Minimalpolynome
von A bzgl. x verschiedene Grade.

@ x heillit ein maximaler Vektor bzgl. A, wenn das lokale
Minimalpolynom 4 den maximal méglichen Grad

d = max{deg(ua,)|y € K"}

iiber alle lokalen Minimalpolynome von A besitzt.

© Es ist natiirlich immer moglich, einen solchen maximalen Vektor
x € K" zu wahlen, da die Menge der méglichen Grade der lokalen
Minimalpolynome nach oben durch deg(ua) beschrankt ist.
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Lemma 29.7

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Matrix. Weiter sei
x € K" ein maximaler Vektor bzgl. A mit d = deg(pax)-

Dann gilt: Ergdnzen wir die Basis By von U, zu irgendeiner Basis
B = (X1, Xdy Xd+1y---»Xn)
von K" und definieren die Linearform & durch £7x; = 4, dann ist
W:={weK"|Aw=0firallej=0,...,d -1}
A-invarianter Unterraum der Dimension dim(W) = n — d und erfiillt

K'=Uas W.
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. W = {WE K”|§TAJW:Ofﬂr allej:O,...,d—l} ist
A-invariant:
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. W = {WEK”|§TAJW:Oﬁirallej:O,...,d—l} hat
dim(W) > n—d:
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. Uy N W = {0}:

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 09 22 /32


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. dim(W)=n—dund K"=U® W:
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Das Minimalpolynom ist ein lokales Minimalpolynom

Lemma 29.8 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K™*" fiir n € Np.

Fiir jedes x € K", fiir das 14 x maximalen Grad besitzt, gilt pax = pa.
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Frobenius-Normalform

Satz 29.9 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.

Dann existieren normierte, nicht-konstante Polynome p1, ..., px, k € N,
die folgende Eigenschaften haben:

(1) P1 = HA und pj+1|pjfﬂrj:1,...,k—1.

@ A ist dhnlich zu der Blockdiagonalmatrix aus Begleitmatrizen

CP1
sz

CPk

© Sowohl die Polynome p; also auch die Matrix sind eindeutig.
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir spalten einen A-invarianten Unterraum U; maximaler
Dimension ab:
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir konstruieren einen zu U; komplementaren, ebenfalls
A-invarianten Unterraum Wy, also K" = U; @ Wi mit A- Wy C W
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir wiederholen die Konstruktion:
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir zeigen die Eindeutigkeit:

Cp, Coq
Al:[ ] und A2:[ ]
Coy Cqp

P2(CP1) ( )
p2(C
p2(A1) = ” - =pa(TATY)

' p2(Gry)

= =T 71
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Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
o
0 1 3
A=|3 1 —4| eQ®3
-2 1 5
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Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
(2]
1 1 2
A=|1 1 —2| eQ®3
-1 1 4
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Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
o
4 -1 -2 3
-1 5 2 -4 s
A=lo 1 3 -1| €@
-1 2 2 1
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