
Lineare Algebra II
Woche 09

10.06.2024 und 11.06.2024

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 09 1 / 32



Ergänzung zu §24: direkte Summe von Unterräumen

Lemma 24.9
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n für n 2 N0. Sind �1, . . . ,�s , s 2 N0, paarweise
verschiedene Eigenwerte von A, dann ist die Summe der
Unterräume Eig(A,�1), . . . ,Eig(A,�s) direkt.

2 Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und f 2 End(V ). Sind
�1, . . . ,�s , s 2 N0, paarweise verschiedene Eigenwerte von f , dann
ist die Summe der Unterräume Eig(f ,�1), . . . ,Eig(f ,�s) direkt.

In Lemma 24.7 und Lemma 24.8 wurde das Resultat zunächst nur für
zwei verschiedene Eigenwerte formuliert.
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Ergänzung zu §24: notwendiges und hinreichendes Kriterium

Satz 24.28 (Version für Matrizen)
Es sei A 2 K n⇥n für n 2 N0. Weiter seien �1, . . . ,�s , s 2 N0, die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Dann sind äquivalent:

1 A ist diagonalisierbar.

2 K n =
sM

j=1

Eig(A,�j).

3

sX

j=1

µgeo(A,�j) = n.

4 Das charakteristische Polynom �A zerfällt vollständig in
Linearfaktoren, und es gilt µalg(A,�j) = µgeo(A,�j) für alle
j = 1, . . . , s.

Das Beispiel 24.29 (mögliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit)
hat das Resultat zwar suggeriert, aber es war nicht formuliert/bewiesen.
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direkte Summe der ER ergibt
den ganze



Minimalpolynom einer Diagonalmatrix

Lemma 28.11
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0 eine Diagonalmatrix

A =

2

64
a1

. . .
an

3

75

Ist {b1, . . . , bs} = {a1, . . . , an} und sind b1, . . . , bs paarweise
verschieden, dann gilt

µA = (�� b1) · · · (�� bs).
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Notwendiges und hinreichendes Krit. für Diagonalisierbarkeit

Satz 28.12 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0 eine Matrix.

Dann sind äquivalent:
1 A ist diagonalisierbar.
2 Das Minimalpolynom µA zerfällt in Linearfaktoren und besitzt nur

einfache Nullstellen.
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Notwendiges und hinreichendes Krit. für Diagonalisierbarkeit

Beispiel 28.13 (vgl. Beispiel 28.8)
1 Die Matrix

A =


0 1
1 0

�
2 Q2⇥2

besitzt das Minimalpolynom µA = (�� 1) (�+ 1)

2 Die Matrix

A =

2

4
1 �1 0
�8 1 4
2 �1 �1

3

5 2 R3⇥3

besitzt das Minimalpolynom µA = (�+ 1)2 (�� 3)
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Notwendiges und hinreichendes Krit. für Diagonalisierbarkeit

Beispiel 28.13 (vgl. Beispiel 28.8)
3 Die Matrix

A =

2

4
2 �1 �1
�6 1 2
3 �1 �2

3

5 2 R3⇥3

besitzt das Minimalpolynom µA = (�+ 1) (�� 3)
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,
cit

also diagonaliserbar. Die zugehriger Diagonal-
matrix is entweder

[" -3 Joae["3 3]
bzw

.
Permutationen danm auf der Diagonale.

Mit konnen wir das entscheiden
.



Begleitmatrix

Definition 28.14
Es sei K ein Körper und

p = �n +
n�1X

j=0

↵j �
j 2 K [�]

ein normiertes Polynom vom Grad n 2 N0. Die Matrix

Cp :=

2

6666664

0 0 0 �↵0
1 0 0 �↵1

0 1 �↵2

0
0 0 1 �↵n�1

3

7777775
2 K n⇥n

heißt die Begleitmatrix von p.
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Polynome von Begleitmatrizen

Lemma 28.15
Es sei K ein Körper und p 2 K [�] ein normiertes Polynom. Dann gilt:

�Cp = µCp = p.

Beweis. Die Behauptung für

�Cp = det(� I � Cp) = det

0

BBBBBBBBB@

� 0 0 ↵0
�1 � 0 0 ↵1

0 �1 ↵2

0

�1 � ↵n�1
0 0 �1 �+ ↵n

1

CCCCCCCCCA

kann man mit Laplaceschem Entwicklungssatz und Induktion zeigen.
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Lokal annullierende Polynome

Lemma 29.1
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n für n 2 N0. Für x 2 K n ist die Menge

JA,x :=
�
p 2 K [�]

�� ep(A) x = 0
 

ein Ideal in K [�] ungleich dem Nullideal.

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und
f 2 End(V ). Für v 2 V ist die Menge

Jf ,v :=
�
p 2 K [�]

�� ep(f )(v) = 0
 

ein Ideal in K [�] ungleich dem Nullideal.
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Lokales Minimalpolynom

Definition 29.2
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n für n 2 N0 und x 2 K n.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom µA,x geringsten
Grades mit der Eigenschaft µA,x 2 JA,x heißt das (lokale)
Minimalpolynom von A bzgl. x .

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem
Körper K . Weiter sei f 2 End(V ) und v 2 V .

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom µf ,v geringsten
Grades mit der Eigenschaft µf ,v 2 Jf ,v heißt das (lokale)
Minimmalpolynom von f bzgl. v .
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(verfumertes Instrument)

40
↑ MX(A)x = Ock"

-10
↑ Ngu (f) (v) =0 Ev



Zusammenhang der lokalen Minimalpolynome

Satz 29.3
Es sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
über K mit der Basis BV = (v1, . . . , vn), n 2 N0. Weiter sei
f 2 End(V ) und A = MBV

BV
(f ).

Dann gilt für v 2 V und seinen Koordinatenvektor x = ��1
BV

(v):

µf ,v = µA,x .

Beweis. Übung
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Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms

Beispiel 29.4
1

x =
⇣

1
0
0

⌘
Ax =

h�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

i
x =

⇣�2
1
1

⌘
A2 x =

h 6 �3 �3
�3 6 �3
�3 �3 6

i
x =

⇣ 6
�3
�3

⌘

⇥
A0 x A1 x A2 x

⇤
=

2

4
1 �2 6
0 1 �3
0 1 �3

3

5
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rgl. Bsp.
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Ken ist ↑ (i) ↳ linear unabh,

MA , x
= 0 . Xo +x +1 . 12

/ lined abhanging

= x2 + 3x = MA



Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms

Beispiel 29.4
2

y =
⇣

1
1
1

⌘
Ay =

h�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

i
x =

⇣
0
0
0

⌘
A2 y =

h 6 �3 �3
�3 6 �3
�3 �3 6

i
x =

⇣
0
0
0

⌘

⇥
A0 y A1 y A2 y

⇤
=

2

4
1 0 0
1 0 0
1 0 0

3

5
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Das lokale Minimalpolynom als Teiler

Lemma 29.5
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n für n 2 N0 und x 2 K n. Dann teilt das lokale
Minimalpolynom µA,x jedes Polynom mit der Eigenschaft
ep(A) x = 0.

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und
f 2 End(V ) sowie v 2 V . Dann teilt das lokale Minimalpolynom
µf ,v jedes Polynom mit der Eigenschaft ep(f )(v) = 0.
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Lokale Minimalpolynome erzeugen A-invariante Unterräume

Lemma 29.6
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0 eine Matrix. Weiter sei
x 2 K n und

µA,x =
d�1X

j=0

↵j �
j + �d

das lokale Minimalpolynom bzgl. x .

Dann ist der Unterraum

Ux :=
⌦
x , Ax , A2 x , . . . ,Ad�1 x

↵

ein A-invarianter Unterraum mit der Basis

Bx =
�
x , Ax , A2 x , . . . ,Ad�1 x

�
.
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Lokale Minimalpolynome erzeugen A-invariante Unterräume

Lemma 29.6

µA,x =
d�1X

j=0

↵j �
j + �d )

Ux :=
⌦
x , Ax , A2 x , . . . ,Ad�1 x

↵

ist A-invariant mit Basis

Bx =
�
x , Ax , A2 x , . . . ,Ad�1 x

�

Beweis.
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j=1
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,
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j= 0

↓ O ↑ Ux



Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0 eine Matrix.
1 Für verschiedene x 2 K n haben die lokalen Minimalpolynome

von A bzgl. x verschiedene Grade.

2 x heißt ein maximaler Vektor bzgl. A, wenn das lokale
Minimalpolynom µA,x den maximal möglichen Grad

d = max
�
deg(µA,y )

�� y 2 K n
 

über alle lokalen Minimalpolynome von A besitzt.

3 Es ist natürlich immer möglich, einen solchen maximalen Vektor
x 2 K n zu wählen, da die Menge der möglichen Grade der lokalen
Minimalpolynome nach oben durch deg(µA) beschränkt ist.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 09 18 / 32

Pine Allgemeinen

↳ des (A)



Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Lemma 29.7
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0 eine Matrix. Weiter sei
x 2 K n ein maximaler Vektor bzgl. A mit d := deg(µA,x).

Dann gilt: Ergänzen wir die Basis Bx von Ux zu irgendeiner Basis

B = (x1, . . . , xd , xd+1, . . . , xn)

von K n und definieren die Linearform ⇠ durch ⇠Txj = �jd , dann ist

W :=
�
w 2 K n

�� ⇠TAj w = 0 für alle j = 0, . . . , d � 1
 

A-invarianter Unterraum der Dimension dim(W ) = n � d und erfüllt

K n = U �W .
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O

X,
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. W :=
�
w 2 K n

�� ⇠TAj w = 0 für alle j = 0, . . . , d � 1
 

ist
A-invariant:
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Es sei weW
.

AweW =, 3TA" (Aw) =0 #j=0, ..., d-1
.

-

= 35Ai+ 10
Diese Bed . Sind efuelt for jo, ...,

d-2 .

Fur j = d-1 : Setzed' := deg (MA ,
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=> AdweUro = <W
,
Ar

...,
Ad-2 >

-1
Advo kanu als (k non 1

.
Aw, -
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. W :=
�
w 2 K n

�� ⇠TAj w = 0 für alle j = 0, . . . , d � 1
 

hat
dim(W ) > n � d :
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Y : = <3
,

At 3
,

-_,
LAT)& <

w =
0

X = \wek" : 30 =03-13

dim (1) Id

= dim(W)
=
n-dim (1) n -d

Satz 21. 23



Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. Ux \W = {0}:
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1
-

X F = 1X
welx -

↓
&

W-DyeW = w =B , Xi
i= 1

Wegen weW gitt STATr =0 far j0, ---

,
d-

.

j
=0 :

0=

Tw = [BiTX : = P
-

= Gid

T

j = 1 : 0 = 5 An = 3 BiAxi = Bis xit
~ -

& Xi + 1 =Gity
,
&

i
= Ba-

alle Bi = 0 i = d, .., 1

=> w = 0



Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. dim(W ) = n � d und K n = U �W :
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dim (Hx +10) = dim (4) + dim(c) - dim (Unr)
X

-
7 d + n -d =0

= n

Jeder UR von K"hat Dim
.

In
,

also

gitt dim (Ux + 10) = 1
,

also Ux + 1 = kn

und dim (c) = n-d.

Alo x



Das Minimalpolynom ist ein lokales Minimalpolynom

Lemma 29.8 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0.

Für jedes x 2 K n, für das µA,x maximalen Grad besitzt, gilt µA,x = µA.
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Frobenius-Normalform

Satz 29.9 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0.

Dann existieren normierte, nicht-konstante Polynome p1, . . . , pk , k 2 N,
die folgende Eigenschaften haben:

1 p1 = µA und pj+1 | pj für j = 1, . . . , k � 1.
2 A ist ähnlich zu der Blockdiagonalmatrix aus Begleitmatrizen

2

6664 . . .

Cp1

Cp2

Cpk

3

7775

3 Sowohl die Polynome pj also auch die Matrix sind eindeutig.
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir spalten einen A-invarianten Unterraum U1 maximaler
Dimension ab:
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der Bauart <Xe,Ax,...,

X,
sei ein maximale Vektor

Lemma 29
.
8 = MA

,
x

=

MA
= P ,

He : = < X, Axe ,
---

,
Amx) hat dim (He) =m

,-
Basis B1

ist A-invariant
.

Wir konnen Sali
betrachten .

=>MA) = Cp ,
ekmem

Falls men ist auch wit fertig .



Frobenius-Normalform

Beweis. Wir konstruieren einen zu U1 komplementären, ebenfalls
A-invarianten Unterraum W1, also K n = U1 �W1 mit A ·W1 ✓ W1:
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sout :

Lemma 29.
7 : Dalei nutzen wir , dan x

, maximal war!

dim (He) = m = deg (MA) > 1

dim (1) = n - man - 1

Erganze B
,
durch wine Barrin We zu

Basri B Lon K" :

-

ri(fa) =

P

I m()]
-



Frobenius-Normalform

Beweis. Wir wiederholen die Konstruktion:
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· (a) = [MA(m)))
Das Min

. polynom P2 fal-
con fal et MAPI

Wiederholung far Sal
-- Pjt)pj

Stop bei KUD--OUr und Wa-103.



Frobenius-Normalform

Beweis. Wir zeigen die Eindeutigkeit:

A1 =

" Cp1

. . .
Cpk

#
und A2 =

" Cq1

. . .
Cq`

#

p2(A1) =

2

64

p2(Cp1 )
p2(Cp2 )

. . .
p2(Cpk )

3

75 = p2(T A2 T
�1)

= = T

2

64

3

75T�1

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 09 29 / 32



Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
1

A =

2

4
0 1 3
3 1 �4
�2 1 5

3

5 2 Q3⇥3
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Ma
= (x -2) = X -6x2 +12-5 = : Pr

O &

* ahnlich zu Cp ,
= 0 - 12I016J

Die El send man nicht !



Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
2

A =

2

4
1 1 2
1 1 �2
�1 1 4

3

5 2 Q3⇥3
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Ma
= (x-2) = x2- 4x+4 =pi

p2 hat also Grad 1 und palpe = De =-2

A it chulich zu To



Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
3

A =

2

664

4 �1 �2 3
�1 5 2 �4
0 1 3 �1
�1 2 2 1

3

775 2 Q4⇥4
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MA = (x -3)(x -2) = x3-8x +21x -18 = 1p ,

↳Als pe kommen pe
= X-3 nd Pc

= X-2

in Frage .

A isthnlich zu [00


