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Erganzung zu §24: direkte Summe von Unterrdumen

Lemma 24.9
Es sei K ein Korper.
© Essei Ac K™ fiir n € Ng. Sind A\1,..., s, s € Np, paarweise

verschiedene Eigenwerte von A, dann ist die Summe der
Unterrgume Eig(A, A1),...,Eig(A, \s) direkt.

d@)\ By (A )
@ Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V). Sind

A1,...,As, S € Ng, paarweise verschiedene Eigenwerte von f, dann
ist die Summe der Unterrdume Eig(f, A1), ..., Eig(f, \s) direkt.

In Lemma 24.7 und Lemma 24.8 wurde das Resultat zunachst nur fur
zwei verschiedene Eigenwerte formuliert.
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Erganzung zu §24: notwendiges und hinreichendes Kriterium

Satz 24.28 (Version fiir Matrizen)

Es sei A € K™ fiir n € Ng. Weiter seien A1,..., s, s € Ng, die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Dann sind dquivalent:
O A ist diagonalisierbar.
5 ol Somans olas BB Dpibt
@ K"=DEEAN) s prunsn
j=1

S|
o Zﬂgeo(A’ Aj) = n.
j=1
@ Das charakteristische Polynom y 4 zerféllt vollstandig in
Linearfaktoren, und es gilt u'8(A, \;) = 18 (A, ;) fiir alle
j=1...s.

Das Beispiel 24.29 (mdgliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit)

hat das Resultat zwar suggeriert, aber es war nicht formuliert/bewiesen.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 09

3/32



Minimalpolynom einer Diagonalmatrix

Lemma 28.11
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Diagonalmatrix

ai
A=
dan
Dessn
Ist {b1,...,bs} ={a1,...,an} und sind by, ..., bs paarweise
verschieden, dann gilt WMWM Eletanede

ek lq"t““l”‘b\é
pa = (A—=b1)--- (A= bs).
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Notwendiges und hinreichendes Krit. fiir Diagonalisierbarkeit

Satz 28.12 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ng eine Matrix.
Dann sind aquivalent:

O A ist diagonalisierbar.

@ Das Minimalpolynom 4 zerfallt in Linearfaktoren und besitzt nur
einfache Nullstellen.
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Notwendiges und hinreichendes Krit. fiir Diagonalisierbarkeit

Beispiel 28.13 (vgl. Beispiel 28.8)
@ Die Matrix

_ |01 2x2
A= [1 o] €Q
besitzt das Minimalpolynom pa = (A —1) (A +1) | bt alo
oh‘aga@dmlrbaﬁ.

@ Die Matrix
1 -1 0
A=1|-8 1 4| er33
2 -1 -1

besitzt das Minimalpolynom pa = (A + 1@)\ —3) , ot
oleo niclt mkgmldmirw .
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Notwendiges und hinreichendes Krit. fiir Diagonalisierbarkeit
Beispiel 28.13 (vgl. Beispiel 28.8)
© Die Matrix
2 -1 -1
A=1-6 1 2

3 -1 -2

= R3><3

besitzt das Minimalpolynom i = (A+1)(A =3) ) st

oo dusgoualieoyter. Do 2ugthionser Ogpuad ~
s T Ladiresler g 1
R Y

b, Poruntetidvuen Rewora awf LEROY-Y), 98
ok Ty onnew L oo etschecklen .
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Begleitmatrix

Definition 28.14
Es sei K ein Korper und 4’ ~C )

- n—1 )
p=A"+Y |V € K[

ein normiertes Polynom vom Grad n € Ny. Die Matrix

\._0 0——0 | —ayp |
1 0————0 |-
Co=10 1 —ap || € K™
\\0 ‘
0——0 M1, lap1
B L

heit die Begleitmatrix von p. Dingouats o1 "
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Polynome von Begleitmatrizen

Lemma 28.15
Es sei K ein Korper und p € K[)\] ein normiertes Polynom. Dann gilt:

Xc, = Hc, = P
Beweis. Die Behauptung fiir h<\
|
—0 %)
0 a1
0 (12
c, = det(A ] — Cp) = det & hE€y
0
- A pn—1
0o— -1 A4 a,

kann man mit Laplaceschem Entwicklungssatz und Induktion zeigen.
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Lokal annullierende Polynome

Lemma 29.1
Es sei K ein Korper.

@ Essei Ae K™ fiir n € Ng. Fiir x € K" j#t die Menge

I € ai={pe K[A]}ﬁ(A)XZO‘} Xe“"“(f(ﬂ))

ein Ideal in K[\] ungleich dem Nullideal.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und
f € End(V). Fir v € V ist die Menge

]
J4 & Jrw = {pe KIN|B(F)(v) = 0}

ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
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Lokales Minimalpolynom (U@ﬁamﬂ{y) Trevumed)

Definition 29.2
Es sei K ein Korper.
i nXxXn o3 n
Q Essei Ac K fir n € Ng und x € K". \JLOI)

Das eindeutig bestimmte normierte Po%pA’x geringsten
Grades mit der Eigenschaft p14 € Ja Z heillt das (lokale)

Minimalpolynom von A bzgl. x. U
ﬂ P o (A) x = ek

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber dem
Korper K. Weiter sei f € End(V) und v € V.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynont ¢, geringsten
Grades mit der Eigenschaft i, € Jr, heillt das (lokale)

Minimmalpolynom von f bzgl. v. Q };\{i\r (@) (\f) =0 eV
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Zusammenhang der lokalen Minimalpolynome

Satz 29.3
Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iber K mit der Basis By = (vi,...,Vy), n € Ng. Weiter sei

f € End(V) und A = Mg (f).

Dann gilt fiir v € V und seinen Koordinatenvektor x = <I>§$(v):

Hf v = HA x-

Beweis. Ubung
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Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms

Beispiel 29.4 Wl B SR
o QE&“&

21 1 _ 6 —3 -3 6
Xz((l)) AX:[I—Zl]X:(lz) AZXZ[—36—3]X:<—3)
0 1 1 -2 1 —-3-36 -3

1 -2 6
[AOX Al x AZX]: |:O 1 3]

AL 0 1 -3
WKenn et 4(5)) L fovaar vwaabli,
p = O N BAANE T
L
PRERCH = by
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Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms

Beispiel 29.4

10
[Aoy Aly A%!l 0
10
ko () T lveer waabh.
{/LA ~ OAa-(-/( ,\’4" /\, L [hees cblng gy
1'7_ f -
t Fea
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Das lokale Minimalpolynom als Teiler

Lemma 29.5
Es sei K ein Korper.

© Essei Ac K™ fiir n € Ng und x € K". Dann teilt das lokale
Minimalpolynom (14 » jedes Polynom mit der Eigenschaft

p(A)x = 0. Peaywc

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und
f € End(V) sowie v € V. Dann teilt das lokale Minimalpolynom
pif,v jedes Polynom mit der Eigenschaft p(f)(v) = 0.

Der lajt oo o fauptiovedecorennisft
W Jaye b 6(." (bn leguunc. RUAp pt
Edn KT,
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Lokale Minimalpolynome erzeugen A-invariante Unterrdume
\ A-UL <L
Lemma 29.6
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Matrix. Weiter sei

x € K" und
Za M4 A9
j=

Zoﬁy‘WXﬂ-/f/Jc x =0

das lokale Minimalpolynom bzgl. x.

Dann ist der Unterraum
U = <x, Ax, A%x, ... Ad! x>
ein A-invarianter Unterraum mit der Basis

B, = (x, Ax, A2x,...,A91 X). /cLocs a(gl/\&;@\tf
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Lokale Minimalpolynome erzeugen A-invariante Unterrdume

Lemma 29.6
d—1 U, = <X, Ax, Ax, ... A9t X>
HAx = ZO‘J N+ = st A-invariant mit Basis
4= }CK- By = (x, Ax, A%x, ... A9t X)
) A J
Beweis. ; W= "Z f@d A X .
) /AV()\ = Z &\J /AY X = Z\ ﬁd'—«\ A X
=
"y do(—f J 4 < fgwl <
O x () x > 2 o Al ={ A
d“‘o f&l [/L)c_
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Matrix.

@ Fiir verschiedene x € K" haben die lokalen Minimalpolynome

von A bzgl. x verschiedene Grade.
Tl A{(z}mmu—\

@ x heillit ein maximaler Vektor bzgl. A, wenn das lokale
Minimalpolynom 14 x den maximal moglichen Grad

d = max{deg(ua,)|y € K"} & A (g )

iiber alle lokalen Minimalpolynome von A besitzt.

© Es ist natiirlich immer moglich, einen solchen maximalen Vektor
x € K" zu wahlen, da die Menge der mdglichen Grade der lokalen
Minimalpolynome nach oben durch deg(ua) beschrankt ist.
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Lemma 29.7
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny eine Matrix. Weiter sei
x € K" ein maximaler Vektor bzgl. A mit@: deg(pax).

Dann gilt: Ergdnzen wir die Basis By von U, zu irgendeiner Basis

= A2
B = (X1, Xds Xd+1s- - -»Xn) >><<I ~),Z— X =A%
R o U 2=/A% e

von K" und definieren die Linearform & durch £Tx; = 4, dann ist
o _ -t Blemadt oo dearlenBa, , T
Y= W ={weK"|TAw=0firallej=0,...,d -1}
(AT ENT
A-invarianter Unterraum der Dimension dim(W) = n — d und erfiillt

K" = U W
Yi= CE AT, (AVE -, (A goaewem®
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. W = {WEK”|§TAJW:Oﬂiralleij,...,d—l} ist

A-invariant:

B weld . Aweld < F A (Aw) =0 ¥y=0..d-.

{T \/t(
Dz Beol. iud vl fur d——o . {2
Far j=d-~1 Stz o' dﬂﬁ(}»{ﬂu) <ol
- Mweuw_m TS |
A’ALO loumu ole LW Lo W, A, -.. Ad—‘w Glachrdben
wevltn
>y TA-MbO :’O

 —< A
Lle we v, A -+ A7 0
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. W = {WEK”|§TAJW:Ofﬂralleij,...,d—l} hat

dim(W) > n— d:
Yo= CE ATE, . DT
0= = Jwek: Fw=0 YfeL]
Aown (L) £ A

i WD) = n— i (LD 7 n-al

S22
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

X = X
Beweis. U, N W = {0}: ey o A

A
WK Qe LD = W =2 kX

=t

Wegeen L9800 gm 5T A0 fuv 0, -nol.
J:'O:E)\gw';_z:«,gL-ch ___ﬁoL

—

;(kS‘wk
jU O=%"Ao = % f A'XL SZ f € x s Jin
= =1
: ‘Cm =5u:t,o!
v = ﬁd‘—\
dle =0 Fi=dyoad
>y W=t
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Lokale Minimalpolynome maximalen Grades

Beweis. dim(W)=n—dund K"=U & W:

Asin (un (_w) = Al () ~ din0) = d(ua ((/){c/)/ﬂ)

—
7 A + n-d =0

= n

o UR wou K had Dom. <, alw
Gt i (et LY = 1, el Uecl0=1K™
e diw () = n-d,

o s L2 U 9T
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Das Minimalpolynom ist ein lokales Minimalpolynom
L )

Lemma 29.8 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"™*" fiir n € Np.

o
Fiir jedes x € K", fiir das p14 x maximalen Grad besitzt, gilq HAx = HA- ?
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Frobenius-Normalform

Satz 29.9 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"™*" fiir n € Np.

Dann existieren normierte, nicht-konstante Polynome p1, ..., px, k € N,
die folgende Eigenschaften haben:

(1) P1 = HA und Pj+1 | pj fﬂrj:1,...,k—1.
@ A ist dhnlich zu der Blockdiagonalmatrix aus Begleitmatrizen
o)
=4
C’P

o : : Cp,
Beglitruodnize

© Sowohl die Polynome p; also auch die Matrlx sind eindeutig.
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Frobenius-Normalform 4
O{UW <K’({A’)€(-,AK_}>
b

Beweis. Wir spalten einen A-invarianten Unterraum U;° maximaler
Dimension ab:
X, Sl elu acokd ek, 9N

Lovoter 228 =2 fog o =pup =7 P

Ue:= <W7 Wl dleen (U, ) =

e A- ZMUAAM.&/M &mb; Simnin fp [(Z‘

Leteocinten. ‘
o ME Gl = Cp el

Felle m=t e eek Lk ot
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir konstruieren einen zu U; komplementaren, ebenfalls
A-invarianten Unterraum Wy, also K" = U; @ Wy mit A- Wy C W

(a7 ¢ Daled nuBean W, damn x, mwml
0(/[‘/\,_,\,%\ 2 o= 0@5{}44—) 27

Avn (w,t) T U~ oen~| o
L}ﬁcb/ne 8, dwedn ¢ha éEuz,;&wa Ly e«
RBovs B o KD

[ <p,
HE &) = .
g W V%,fé, q/s()(;;i)
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Frobenius-Normalform

Beweis. mtmmwn: a (Cp, )
O=pna (Mlz CZFA'\) =

My )

2
Do Hew )00%140 Yo Vt{ﬁ( n{wf)
wou E?"‘\ 1 Ly e lh ;4,1. )04 kl

LOWder Lol wrp Xy g«/wf

PJ’H[V\]
S’}ﬁ&y«é&o \LQW@""@(/LK ok wk:,[(Qé.
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Frobenius-Normalform

Beweis. Wir zeigen die Eindeutigkeit:

Cp, Coq
Al:[ ] und A2:[ ]
Coy Cqy

P2(CP1) ( )
p2(C
p2(A1) = ” - =pa(TA T Y

' p2(Gry)

= =T 71
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Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
(1)
0 1 3
A=|3 1 —4| Q>3
-2 1 5
a = (,\f—a)3 = N G AE < A2AT = fiq

0 o ?

O A %
D ELO adld auw nict |
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Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
(2]

1 1 2

A=|1 1 —2| eQ®3

11 4
A =(A21° = ATkl = p0

b hot aleo Good A wodt pef pg = pe=d-2

O—~l
A Eanlion 2 v 4| O

O | 2
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Frobenius-Normalform

Beispiel 29.11
o
4 -1 -2 3
-1 5 2 -4 s
A=lo 1 3 1| fC@
-1 2 2 1

b= (A2V(A2) = AP+ 200 4P =1 py
Als P eopmen \p. A -2 (ad P = A-2

A
~24
&

EU?(%LQ.

@)
1
A l:&% Zc—b“/tlora(/k 2La ©

(&)
@
A
O 3
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