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Algebrahomomorphismen kommutieren mit Polynomen

Satz 25.12

Es seien A;, Ay zwei Algebren mit Eins iiber dem Korper K.
Weiter sei f: Ay — Az ein Homomorphismus von Algebren mit Eins.

Dann gilt fiir jedes a € A; und jedes Polynom p € K|t]:

f(p(a)) = p(f(a))

Beweis.
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Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.
Dann gilt xa(A) =0 e K™".

Beispiel 26.3

Fiir A — [_21 _13} gilt ya=(A—2)(A+3) +1=X2+ A 5.
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Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K™*" fiir n € Np.
Dann gilt xa(A) =0 K™".

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 08 4 /30


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K™*" fiir n € Np.
Dann gilt xa(A) =0 K™".

Fortsetzung des Beweises.
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A1 ist ein Polynom in A

Folgerung 26.4
Es sei K ein Kérper und A € K™ fiir n € Np.

Ist A invertierbar, dann gibt es ein Polynom p € K,,_1[t] mit der
Eigenschaft A~! = p(A).

Beweis.
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A1 ist ein Polynom in A
Beispiel 26.5

FUI’A=|:_2 1} gt xa=(A—2)(A+3)+1=X+)-5.

1 -3
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|deale in Ringen

Definition 27.1
Es sei (R, +, ) ein Ring.
@ J C R heilt ein Ideal von (R, +, ), wenn J ein Unterring von R ist
und zusatzlich gilt:

RJCJ und JRCJ

@ Ein Ideal (J,+,-) von (R, +,-) heit echt, wenn J C R gilt.
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Kerne von Ringhomomorphismen sind ldeale

Lemma 27.2
Es seien R; und R> Ringe und f: Ry — R, ein Homomorphismus.

Dann gilt:
Kern(f) = {a € Ry | f(a) =0}

ist ein ldeal von R;.
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Kerne von Ringhomomorphismen sind ldeale

Beispiel 27.3

@ In jedem Ring R sind {0} (das Nullideal) und R (das Einsideal)
Ideale. Diese heien die trivialen Ideale.

@ Fir me Nist (mZ,+,-) ein Ideal von (Z,+,-).

@ Essei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Fiir m € Ny ist
{p € RJ[t] ‘ p=amt™+amy t™ 4.} = t™R[t] ein Ideal von
(R[t]7+7 )
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Durchschnitt von ldealen

Lemma 27.4

Es sei (R, +, ) ein Ring und (J;,+, -)ies eine Familie von Idealen mit
der nichtleeren Indexmenge /. Dann ist auch (7;, J; ein Ideal in J.
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Erzeugtes Ideal und Hauptideal

Definition 27.5
Es sei R ein Ring und E C R.
@ Dann heildit

(E) =(){J]|J ist Ideal von R und E C J}

das von E erzeugte ldeal in R.

@ st speziell E = {a} fiir ein a € R, so schreiben wir auch (a) statt
({a}) und nennen (a) das von a erzeugte Hauptideal.

© Ein Ideal (J,+, ) heift ein Hauptideal, wenn es ein a € R gibt,
sodass gilt: (a) = J.
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Darstellung des erzeugten ldeals

Satz 27.6
© Essei (R,+,-) ein Ring, E C R und a € R. Dann gilt

n

(B)={>a

i=1

a,-eEU—EUREUERURER}

n

(@) ={>a

i=1

aj€{xa} U RaU aR U RaR}
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Darstellung des erzeugten ldeals

Satz 27.6
@ Essei (R,+,-) ein Ring mit Eins, E C R und a € R. Dann gilt

(E):{ﬁa;’a;ERER}
(a):{zn:a,-‘a,-eRaR}
i=1

Insbesondere ist (1) = R.
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Darstellung des erzeugten ldeals

Satz 27.6

© Essei (R,+,-) ein kommutativer Ring, E C R und a € R. Dann

gilt

)= {3 =
i=1

(@)= {>a
i=1

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)
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Darstellung des erzeugten ldeals

Satz 27.6

Q Essei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins, E C R und a € R.
Dann gilt

n

B ={>a

i=1

a,-eRE}

(a)=Ra

Insbesondere ist (1) = R.
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Korper. Dann gilt:

© Zu jedem ldeal J in K|[t] existiert ein p € K[t] mit der Eigenschaft
J = (p).

Beweis.
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Korper. Dann gilt:

@ Gilt J = (p), dann ist p ist also bis auf einen Faktor o € K
eindeutig bestimmt.

Beweis.
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Korper. Dann gilt:

Q Ist {0} # J = (p), dann ist p eines der Polynome minimalen
Grades in J \ {0}.

Q Ist {0} = J = (p), dann gilt p = 0.

Beweis.
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Annullierende Polynome bilden ein Ideal

Lemma 28.1
Es sei K ein Korper.
@ Essei Ac K™ fiir n € Ng. Die Menge

Ja={p e KIN | B(4) = 0}
ist ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und
f € End(V). Die Menge
Jr = {p € KIN| 3(F) = 0}
ist ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
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Minimalpolynom

Definition 28.2

Es sei K ein Korper.
@ Essei Ac K™" fiir n € Np.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 4 geringsten Grades
mit der Eigenschaft ua € Ja heillt das Minimalpolynom von A.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem
Korper K. Weiter sei f € End(V).

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom u¢ geringsten Grades
mit der Eigenschaft ur € Jr heit das Minimalpolynom von f£.
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Zusammenhang der Minimalpolynome

Satz 28.3

Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iber K. Weiter sei f € End(V). Dann gilt pf = pa fiir die
Darstellungsmatrix A = MBg(f) bzgl. irgendeiner Basis By .

Beweis.
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Bestimmung des Minimalpolynoms

Beispiel 28.5
A=[T21] #=[5e3] #=[31s 2]
11 2 ~3-3 6 9 9 -18
[1 -2 6 —18]
0 1 -3 9
0 1 -3 9
0 1 -3 9
[vec(A%) vec(Al) vec(A?) vec(A®)] = |1 -2 6 -18
0 1 -3 9
0O 1 -3 9
0O 1 -3 9
1 —2 6 -18
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Das Minimalpolynom als Teiler

Lemma 28.6
Es sei K ein Korper.

@ Essei Ae K™ fiir n € Ng. Dann teilt das Minimalpolynom g4
jedes Polynom mit der Eigenschaft p(A) = 0.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und
f € End(V). Dann teilt das Minimalpolynom g jedes Polynom mit
der Eigenschaft p(f) = 0.

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 08 24 / 30


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Folgerung 28.7
Es sei K ein Korper.
@ Essei Ae K™ fiir n € Ng. Dann teilt das Minimalpolynom s
das charakteristische Polynom y 4.
@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und
f € End(V). Dann teilt das Minimalpolynom fif das
charakteristische Polynom yr.
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8
o

A= [é ﬂ € QP2 mit xya= (A —1)?

Gilt pua = (A — 1) oder pp = (A —1)??

A= [(1’ (1)} €cQ®?mit xya=(A—1)(A+1)
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8

1 -1 0
A{8 1 4]6R3X3mitx,4()\+1)2(/\3)
2 -1 -1

Gilt pa = (A +1) (A —3) oder g = xa = (A +1)?> (A —3)?

2 -10][-2 -1 0
(A+)(A=31)=|-8 2 4| |-8 —2 4|=
2 -10||2 -1 -4
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8

2 -1 -1
A{6 1 2]6R3X3mitx,4()\+1)2(/\3)
3 -1 -2

Gilt pa = (A +1) (A —3) oder g = xa = (A +1)%> (A —3)?

3 -1 -1 (-1 -1 -1
(A+1)(A=31) = [6 2 2] {6 -2 2] {

o O O
o O O

3 -1 -1 3 -1 -5

o O O
| —
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Nullstellen des charakteristischen und des Minimalpolynoms

Lemma 28.9 (Version fiir Matrizen)

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann sind aquivalent:
O )\ € K ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms 1.
@ ) € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4.

Beweis.
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Eigenwerte sind Nullstellen des Minimalpolynoms

Folgerung 28.10 (Version fiir Matrizen)

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann sind aquivalent:
© ) ist ein Eigenwert von A.
@ ) ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms x 4.
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