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Algebrahomomorphismen kommutieren mit Polynomen

Satz 25.12
Es seien A1,A2 zwei Algebren mit Eins über dem Körper K .

Weiter sei f : A1 ! A2 ein Homomorphismus von Algebren mit Eins.

Dann gilt für jedes a 2 A1 und jedes Polynom p 2 K [t]:

f (ep(a)) = ep(f (a))

Beweis.
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↑ ↑ fist vertraglich mit A

J cist homogen

B spot: A = M(8)
,
A2- 3A + 1 = MB(82-38+ id)



Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Dann gilt f�A(A) = 0 2 K n⇥n
.

Beispiel 26.3

Für A =


2 1

�1 �3

�
gilt �A = (�� 2) (�+ 3) + 1 = �2 + �� 5.
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ergibtMatrix eingesetzt in ihr eigene charakt
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Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Dann gilt f�A(A) = 0 2 K n⇥n
.

Beweis.
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Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Dann gilt f�A(A) = 0 2 K n⇥n
.

Fortsetzung des Beweises.
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-

j(j])A
* (A)=A

jAJt= Z (Bire- BjA) As = BjA-B
= BA"-BrAnt = 0

.

L



A�1
ist ein Polynom in A

Folgerung 26.4
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Ist A invertierbar, dann gibt es ein Polynom p 2 Kn�1[t] mit der

Eigenschaft A�1 = ep(A).

Beweis.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 08 6 / 30

↓
deg(p) = n -1

0= (A) = xmA" + --+ *A+ xoF
-

= l

mit ap = (-1)" det(A) + 0 !
n

CF-) A
j

=1

-

=A
- 1



A�1
ist ein Polynom in A

Beispiel 26.5

Für A =


2 1

�1 �3

�
gilt �A = (�� 2) (�+ 3) + 1 = �2 + �� 5.
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* (A) = A2+A-51=0

5I = A +A = I = GA + -A

= (A +5)A

= A= -A +5 .



Ideale in Ringen

Definition 27.1
Es sei (R ,+, ·) ein Ring.

1 J ✓ R heißt ein Ideal von (R ,+, ·), wenn J ein Unterring von R ist

und zusätzlich gilt:

R J ✓ J und J R ✓ J

2 Ein Ideal (J,+, ·) von (R ,+, ·) heißt echt, wenn J ( R gilt.
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(Analogon zu Normaltetern in Gruppen
-> Faktorringen)

17, t) ist Untergruppe77 -7 & abgeschlossen Dzgl:-> rit

#

GetR
, jef = ajz] und jaf]

Es reicht zu prifen :

· (7,t ) ist Untergripe non (R+ )
· RJ 17 und FRAJ (das impliziert 77-])



Kerne von Ringhomomorphismen sind Ideale

Lemma 27.2
Es seien R1 und R2 Ringe und f : R1 ! R2 ein Homomorphismus.

Dann gilt:

Kern(f ) =
�
a 2 R1

�� f (a) = 0
 

ist ein Ideal von R1.
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Bweis : Ken(f) ist Untergrippe non (t) -

aeR
, jeKen(f)

· flaj) = f(a)f(j) = f(a) - 0 = 0

· f(ja) = f(j) f(a) = 0 - f(a) = 0



Kerne von Ringhomomorphismen sind Ideale

Beispiel 27.3
1 In jedem Ring R sind {0} (das Nullideal) und R (das Einsideal)

Ideale. Diese heißen die trivialen Ideale.

2 Für m 2 N ist (mZ,+, ·) ein Ideal von (Z,+, ·).

3 Es sei (R ,+, ·) ein kommutativer Ring. Für m 2 N ist

{p 2 R[t] | deg(p) 2 mN0} ein Ideal von (R[t],+, ·).
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Nulling

(mX + ) ist Untergrype (hommutatio
I

=jax
at TL

, jemIL = a jem

O

-

dienedrigstenKoffizientem 20 = - - - = xm- = o

= th KIt]



Durchschnitt von Idealen

Lemma 27.4
Es sei (R ,+, ·) ein Ring und (Ji ,+, ·)i2I eine Familie von Idealen mit

der nichtleeren Indexmenge I . Dann ist auch
T

i2I Ji ein Ideal in J.
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Bweis : Abung



Erzeugtes Ideal und Hauptideal

Definition 27.5
Es sei R ein Ring und E ✓ R .

1 Dann heißt

(E ) :=
\�

J
�� J ist Ideal von R und E ✓ J

 

das von E erzeugte Ideal in R .

2 Ist speziell E = {a} für ein a 2 R , so schreiben wir auch (a) statt

({a}) und nennen (a) das von a erzeugte Hauptideal.

3 Ein Ideal (J,+, ·) heißt ein Hauptideal, wenn es ein a 2 R gibt,

sodass gilt: (a) = J.
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Trustneiet



Darstellung des erzeugten Ideals

??
1 Es sei (R ,+, ·) ein Ring, E ✓ R und a 2 R . Dann gilt

(E ) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 E [ �E [ R E [ E R [ R E R

o

(a) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 {±a} [ R a [ a R [ R aR

o
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~ Satz 27.6 neNo

Baris



Darstellung des erzeugten Ideals

??
2 Es sei (R ,+, ·) ein Ring mit Eins, E ✓ R und a 2 R . Dann gilt

(E ) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 R E R

o

(a) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 R aR

o

Insbesondere ist (1) = R .
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Darstellung des erzeugten Ideals

??
3 Es sei (R ,+, ·) ein kommutativer Ring, E ✓ R und a 2 R . Dann

gilt

(E ) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 E [ �E [ R E

o

(a) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 {±a} [ R a

o
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Darstellung des erzeugten Ideals

??
4 Es sei (R ,+, ·) ein kommutativer Ring mit Eins, E ✓ R und a 2 R .

Dann gilt

(E ) =
n nX

i=1

ai
��� ai 2 R E

o

(a) = R a

Insbesondere ist (1) = R .
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Polynomringe über Körpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Körper. Dann gilt:

1 Zu jedem Ideal J in K [t] existiert ein p 2 K [t] mit der Eigenschaft

J = (p).

Beweis.
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Jeddeal it Hauptideal

2 = 20h
,
Wahle p

= 0 =- J = (p) .

aus

77 10h ,
wahle 7120h ein Polynom p minimalen Grades.

· (p) -J , denn pef = (p)-(7) =7 ,
da Fideal cit

· f(p) : Es sei jef . Es ex . q ,
NEKIt]

mit deg (r) < deg(p) und p=

qp + r(Satz
. 14)

.

= v =

-qP- Ef-pist gradminimal
in7140)

z

Ef = r = 0 = j = gpSazzz6
= EkIt]p = (p) .



Polynomringe über Körpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Körper. Dann gilt:

2 Gilt J = (p), dann ist p ist also bis auf einen Faktor ↵ 2 K
eindeutig bestimmt.

Beweis.
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7 (p.
) = (pz) =15x+k mit P 1

= XP2 ·

7 = (pe) = (pz) .

Nach Satz 27.
6 gitt

(p1) = KIt]Pe und(pc) = ktt]p2 .

Pet J
= (pz) = Pe = q, Pz

P2f
= (pe) => pa =

qupe
Smit 911 EKtt)

= pe
=

q , P2 = q192pe = pe(q - 1) = 0
.

KIt] ist nullteterfrei

· pe =0 = j = (0) = 203 = p
=0

· An q2= 1 ↓ deg (qfz) = deg(q) + des (92) = deg(1) = 0

= q = atk1303 , 92 = 2-



Polynomringe über Körpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Körper. Dann gilt:

3 Ist {0} 6= J = (p), dann ist p eines der Polynome minimalen

Grades in J \ {0}.

4 Ist {0} = J = (p), dann gilt p = 0.

Beweis.
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③ -

⑪ ~



Annulierende Polynome bilden ein Ideal

Lemma 28.1
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n
für n 2 N0. Die Menge

JA :=
�
p 2 K [�]

�� ep(A) = 0
 

ist ein Ideal in K [�] ungleich dem Nullideal.

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und

f 2 End(V ). Die Menge

Jf :=
�
p 2 K [�]

�� ep(f ) = 0
 

ist ein Ideal in K [�] ungleich dem Nullideal.
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b

panacellent A
"

U

- * ist hir
-

-drik

(Cayley-Ham .)

↓ "Pannullertg"



Minimalpolynom

Definition 28.2
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n
für n 2 N0.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom µA geringsten Grades

mit der Eigenschaft µA 2 JA heißt das Minimalpolynom von A.

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem

Körper K . Weiter sei f 2 End(V ).

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom µf geringsten Grades

mit der Eigenschaft µA 2 JA heißt das Minimalpolynom von f .
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hochster Koff. I

-

~ Mx(A) =0

-g(y) =0



Zusammenhang der Minimalpolynome

Satz 28.3
Es sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum

über K . Weiter sei f 2 End(V ). Dann gilt µf = µA für die

Darstellungsmatrix A = MBV
BV

(f ) bzgl. irgendeiner Basis BV .

Beweis.
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Algebraisomorphismus : Endiv) -- Khan

#(8)=M(f) = A 2029l . beliebiger, Jest gewahlte Basis-

Satz 25
. 12 : E(p(11) = ↑ (E(f) = (A)for alle pekets.

↑(f) =0 = (p(f)) = P(x) =0
.

pannullert f = p annullert A 7g =Ja

Do injectio = p(A) = ((p(f)) =0 = p(f) = 0

JA-78
Jg = Ja = Mg

=

Ma -



Bestimmung des Minimalpolynoms

Beispiel 28.5

A =
h�2 1 1

1 �2 1
1 1 �2

i
A2 =

h 6 �3 �3
�3 6 �3
�3 �3 6

i
A3 =

h�18 9 9
9 �18 9
9 9 �18

i

vec
⇣⇥

A0 A1 A2 A3⇤
⌘
=

2

6666666666664

0 �2 6 �18

0 1 �3 9

0 1 �3 9

0 1 �3 9

1 �2 6 �18

0 1 �3 9

0 1 �3 9

0 1 �3 9

1 �2 6 �18

3

7777777777775
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* hat Grad 3

↓

# A ** As
A = [8] 21

↑(A) = 40A0+ <
,
A' +xA2+ >A) =0

-

[vec(A) vec(A) rec(A2) vec(AY)]

0. A0 + 3 .A + 1 .A =0

#x+ 3x -> knear unabhngis
#linear able -



Das Minimalpolynom als Teiler

Lemma 28.6
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n
für n 2 N0. Dann teilt das Minimalpolynom µA

jedes Polynom mit der Eigenschaft ep(A) = 0.

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und

f 2 End(V ). Dann teilt das Minimalpolynom µf jedes Polynom mit

der Eigenschaft ep(f ) = 0.

Beweis.
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~
petA

① Maezeugt das Ideal Ja von KIt].

KIt] it komm . Ring mit 1 =1 JA = (Ma) = KIt]MA
nach Satz 27.6

.

Also : FripEJA gibt es gekit]
mit p

= &MA ,
d. U . MAL p .



Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Folgerung 28.7
Es sei K ein Körper.

1 Es sei A 2 K n⇥n
für n 2 N0. Dann teilt das Minimalpolynom µA

das charakteristische Polynom �A.

2 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und

f 2 End(V ). Dann teilt das Minimalpolynom µf das

charakteristische Polynom �f .
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8
1

A =


1 0

0 1

�
2 Q2⇥2

mit �A = (�� 1)2

Gilt µA = (�� 1) oder µA = (�� 1)2?

2

A =


0 1

1 0

�
2 Q2⇥2

mit �A = (�� 1) (�+ 1)
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Alternative Bestimmung zu Beispiet 28.5 :

*
A- I = [08]

# Wit mussen beide Nullst. behalten

undMala beachten
.



Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8
3

A =

2

4
1 �1 0

�8 1 4

2 �1 �1

3

5 2 R3⇥3
mit �A = (�+ 1)2 (�� 3)

Gilt µA = (�+ 1) (�� 3) oder µA = �A = (�+ 1)2 (�� 3)?

(A+I ) (A�3 I ) =

2

4
2 �1 0

�8 2 4

2 �1 0

3

5

2

4
�2 �1 0

�8 �2 4

2 �1 �4

3

5 =
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-

:J
-O



Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8
4

A =

2

4
2 �1 �1

�6 1 2

3 �1 �2

3

5 2 R3⇥3
mit �A = (�+ 1)2 (�� 3)

Gilt µA = (�+ 1) (�� 3) oder µA = �A = (�+ 1)2 (�� 3)?

(A+ I ) (A�3 I ) =

2

4
3 �1 �1

�6 2 2

3 �1 �1

3

5

2

4
�1 �1 �1

�6 �2 2

3 �1 �5

3

5 =

2

4
0 0 0

0 0 0

0 0 0

3

5
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Nullstellen des charakteristischen und des Minimalpolynoms

Lemma 28.9 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0. Dann sind äquivalent:

1 � 2 K ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms µA.

2 � 2 K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms �A.

Beweis.
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① = MALXA ,
d.

h
. 7 q-ktt] mit YA* &MA :

= (x) = q(x)M(x) = g(x) - 0 = 0
.

② = Nullstelle Xek von YA it EW ron A

EsseveVeinushgEvit
.

14m m Mea sit"v
i=0

iv= X
=LiXisvto al Er=

ek kr



Eigenwerte sind Nullstellen des Minimalpolynoms

Folgerung 28.10 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0. Dann sind äquivalent:

1 � ist ein Eigenwert von A.

2 � ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms �A.
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