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Algebrahomomorphismen kommutieren mit Polynomen

Satz 25.12

Es seien A;, Ay zwei Algebren mit Eins iiber dem Korper K.
Weiter sei f: Ay — A ein Homomorphismus von Algebren mit Eins.

Dann gilt fiir jedes a € A; und jedes Poly&em p € K[t]:

alobiiden, eouchin Lt
£(B(2) = B(1(2) { o odatchs
Beweis. {( pla Ffm) = < Z uw»‘) = Z Jlxcas)
n 3 ~
= Z’ o f(ac) ; ol {(q)L = p({(q))
teo
/j( it homaéu/t. f f(,'ﬁ verkdglcle mact

Beisput: A= MGH), AT3ALT = Mg L3
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Der Satz von Cayley-Hamilton

Hadnr Lougeretd it clu Lb‘sam chara ek, %(ﬁhow\ o5t
Satz 26.1 (Version fiir Matrizen) A, Nulliwagor,

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.
Dann gilt xa(A) =0 K™".

Beispiel 26.3
2l
el™
Fiir A= [_21 _13} gilt xa = (A\—2)(A+3) +1=X2+A—5.
0 A S A (1) JO O
“loa« [T
-4 =S (|~v o0 o O
A-2T - AL + T =~ O
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Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version fiir Matrizen)

Es sei K ein Korper und A € K"™*" fiir n € Np.

Dann gilt xa(A) =0 e K™, Y, =ded (AT-A) i/kwm
Beweis. Ct= AT € k)" ) eATOC = A T = Az T

oty (€ O™ | (u Comteliilaleest Einbse 1 d Pe uir)
n— i B'Polgvmm gibal e K~ LA
ogjey = 2 X5

J'=o - = Kmxw n B

n—{ -
i oS S (E WG C < 3 N5
n— . - s I
- Whgr — X OB;
JZ—O ?v ; A |
S X (B BjA) mA BL=E, =0

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 08 4 /30



Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 26.1 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K"™<" fiir n € Np.
Dann gilt xa(A) =0 K™".

e

Zc«\"

Fortsetzung dgs Beweises. )‘”cy\ =0 mi{ ,4 '
J = .
e (BT 250 = 2 Ao

/\\I
5 0 (gadh)  woteg oA
Q%CA) z e Al o Z(c DAY
-7 @m A = T e - T g

Co
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A1 ist ein Polynom in A

Folgerung 26.4
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np. . A=80p) =n~1

Ist A invertierbar, dann gibt es ein Polynom p € K,,_1[t] mit der
Eigenschaft A~! = p(A).

Beweis. O= PDA,(A“) —OCm_A b —t AR T
=1
mct o = (V" dled (A) 20 | ) |
—_ \} = — oAy
ﬁor = Z V‘- A \!2_:-:' O(J A )/Ac

=5 ( o(oZDLJ/J(‘J‘) /Ac

=A""
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A1 ist ein Polynom in A

Beispiel 26.5

2

Fir A = [_1

_13} gt xa=(A-2)(A+3)+1=X+1-5.
KA = A A-ST=D

ST = A+hk = T=gA +tA
=(EA+ET)A
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ldeale in Ringen (/”C{/g[(ﬂgﬁuiu Norwallecns cu WM
~ Takiosmhgin )
Definition 27.1 306 ot
. . . € U ﬂ,cﬂﬂ(,
Es sei (R, +, ) ein Ring. 9.:7) s.a - ! vt cbseacialbsiia b5, -
@ J C R heilt ein Ideal von (R, +, ), wenn J ein_lmw von R ist
und zusatzlich gilt:

RJCJ und JRCJ
@R, jed = a_‘/"ea Veof J‘&GV’Z
Es reodot 224 pvdfm.l
- Q) st Undognpe v (Re)
RY £ wk G2l (dar aupleat JP <2)

@ Ein Ideal (J,+,-) von (R, +,-) heit echt, wenn J C R gilt.
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Kerne von Ringhomomorphismen sind ldeale

Lemma 27.2
Es seien R; und R, Ringe und f: Ry — R» ein Homomorphismus.

Dann gilt:
Kern(f) = {aeRl‘f —0}

ist ein Ideal von R;.
Rusessy  Konl) vt Uedepnype. v (&t ) v’
6eR, JeKen ()
o) = fdf(j) = flar-0=0

,j(l(‘a) {{/) fe) =0 fa) =0
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Kerne von Ringhomomorphismen sind ldeale

Beispiel 27.3 V4 N“&%

Q In jedem Ring R sind {0} (das Nullideal) und R (das Einsideal)
Ideale. Diese heien die trivialen Ideale.

@ Fir me Nist (mZ,+,-) ein Ideal von (Z, +, ).
(2ot ) oot Uadogrpeerac (kommededis)
oel. | jemt =) a~J'6w\Z

© Essei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Fiir m € N ist

{p € R[t]| deglpye—mig} ein Ideal von (R[t], +, ).
du nwdngtie Koz dp= == oy =O

= t™ KI%t]
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Durchschnitt von ldealen

Lemma 27.4

Es sei (R,+, ) ein Ring und (J;, +, -)ies eine Familie von Idealen mit
der nichtleeren Indexmenge /. Dann ist auch (7);, J; ein Ideal in J.

@z Lﬂth\o
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Erzeugtes Ideal und Hauptideal

Definition 27.5
Es sei R ein Ring und E C R.
@ Dann heildit

(E) =(){J]|J ist Ideal von R und E C J}

das von E erzeugte ldeal in R.

Q@ Ist speziell E = {a} fiir ein a € R, so schreiben wir auch (a) statt
({a}) und nennen (a) das von a erzeugte Hauptideal.
vyt o ecne,
© Ein Ideal (J,+, ) heift ein Hauptideal, wenn es ein a € R gibt,
sodass gilt: (a) = J.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 08 12 / 30



Darstellung des erzeugten ldeals

7 Sk b neN,
© Essei (R,+,-) ein Ring, E C R und a € R. Dann gilt

n

E)={>a

i=1

a,-eEU—EUREUERURER}

n

(a)={>a

i=1

aje{£al U RaU aR U RaR}

RBesuk?

—~
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Darstellung des erzeugten ldeals

17
@ Essei (R,+,:) ein Ring mit Eins, E C R und a € R. Dann gilt

(E):{Zn:a,-’a,-e RER}

(a) = {zn:a,-‘a,- S RaR}
i=1

Insbesondere ist (1) = R.
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Darstellung des erzeugten ldeals

17
© Essei (R,+,:) ein kommutativer Ring, E C R und a € R. Dann
gilt

(E):{Za,- € EU —E U RE}

(a) = {Za; aj € {£a} U Ra}
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Darstellung des erzeugten ldeals

77

Q Essei (R,+,:) ein kommutativer Ring mit Eins, E C R und a € R.
Dann gilt

n

B ={>a

i=1

a,-eRE}

(a)=Ra

Insbesondere ist (1) = R.
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7

Es sei K in Korper. Dann gilt:

Q Zu jedem ldeal J in K|[t] existiert ein p € K[t] mit der Eigenschaft
J = (p).

Beweis. ;]34,0'7 (LWalde p=0 = 52:-(;0\.

9;(_ ol INMAA‘Q\{OH o %(ﬁmm«. P Ml yoclpn @W
- (pYsgG 1 dewin peg =»(p)s%9)=g,lda F ek L5t
S L LN 2 P_eV'L . Bt o g,T € K42

mct deg (0) <dey (p) wedk p=gpir ( SaR A, Le).

~ rzj’_—éﬂo\ ed - p ot 6mdMAL‘VLiua,€ o U}
év’) f;%&;‘g’ =» v=10 - P :_#F So{;/f?aé
~——— CWDET p =(p),
€9
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Korper. Dann gilt:

@ Gilt J = (p), dann ist p ist also bis auf einen Faktor a € K
eindeutig bestimmt. Q2(pd=lpe) => F€K mt Pi=0Xpz .

Beweis. J=(ps) =(p.) . Noch &by 2.6 g Ok
(’04) = K[:'t] Pa Ul LP:) = Ktt] Pa .

peed=(p) O PPz %MH 21, @, GKTt)
peed =) > pe=qep

=) Pa 25}\ Pz = #4%2}04 = P’\(@—t’?;"t) =0.
KCET cot nulteddfree
.p«,o - JSloy =205 = p, =0

G =1 o O Cﬁxwd‘%%) ~ARg( gy = dley (V=0
=€\ $0Y 9. =
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 27.7
Es sei K in Korper. Dann gilt:

@ Ist {0} # J = (p), dann ist p eines der Polynome minimalen
Grades in J \ {0}.

Q Ist {0} = J = (p), dann gilt p = 0.

Beweis, @ v
@ Vv
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Ann'flerende Polynome bilden ein Ideal

Lemma 28.1
Es sei K ein Korper. P oneclor A

@ Essei Ac K™ fiir n € Ng. Die Mengi/' Yot idr
Ja={p € K\ |p(A) =0} s da\

4 C}uﬂ&z?”Ham,)

ist ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und
f € End(V). Die Menge P P ol f*

Jr={p € K[\ |p(f) =0}

ist ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
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Minimalpolynom

Definition 28.2

Es sei K ein Korper.
@ Essei Ac K™ fiir n € Np. }5&4{7 W =1

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 4 geringsten Grades

mit der Eigenschaft ua € Ja heillt das Minimalpolynom von A.
boa A =0

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem
Korper K. Weiter sei f € End(V).

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom s geringsten Grades
mit der Eigenschaft MA% J/heiBt das Minimalpolynom von f.

K4y =0
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Zusammenhang der Minimalpolynome

Satz 28.3

Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iber K. Weiter sei f € EndéV). Dann gilt pur = pa fir die
Darstellungsmatrix A = MBg(f) bzgl. irgendeiner Basis By .

Beweis. Nﬁtbro_iw mosrphnren & EudNV) ™ Vhids
FUI=HGE (D =A gl belabbo, ¢ grdldto Ren

Safe 28421 F(Fp) = §F (&) = P Giralle pekrt),

Py =0 = oly)-= P4 =0,

p avunlakt g = p conallot A Jr S

Do § et - fU ~8FE) =0 = pf)=0

<gd
Jdq=dn = $g S IAcde
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Bestimmung des Minimalpolynoms

Y hed Ced
Beispiel 28.5
AZ[3232i] AQ:[f}sfﬁSj A3:[7918fi8 8}
1 1 -2 -3-3 6 . 9 g 18
Aol _ kz )& _
A° = [3 & o\ -2 6 18
- ‘ 2 0 1 -3 9
p A = xo A+ A e A A =0 |0 1 3 9
0 1 -3 9
=1 -2 6 -—18
[ec(A) vec(A') wre(A?) wc(AYY) 8 1 —3 g
O +3A 44 A% 2O 0 1 -3 o9
2 1 -2 6 -—18]
'&A = A‘ '('3A. L Aes Mbbla'—mj
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Das Minimalpolynom als Teiler

Lemma 28.6
Es sei K ein Korper.

© Essei Ae K™ fiir n € Ng. Dann teilt das Minimalpolynom g4
jedes Polynom mit der Eigenschaft p(A) = 0. »PGQA_
[

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und
f € End(V). Dann teilt das Minimalpolynom g jedes Polynom mit
der Eigenschaft p(f) = 0.

Beweis. @) pa Gyt dan Towal o U4 WCtl,
KEEY Gt komm. Riyg wmit 4 =) = (g ) = KIET gy
hoclr Salr A6, Aldo Ef}oé‘ a/\‘ épkf M%ek[t?

<t PS4 ey Al b\ g,
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Folgerung 28.7
Es sei K ein Korper.

@ Essei Ae K™ fiir n € Ng. Dann teilt das Minimalpolynom 4
das charakteristische Polynom y 4.

@ Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und
f € End(V). Dann teilt das Minimalpolynom fir das
charakteristische Polynom yr.
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Miovedot Reck v s Repust 20T
Beispiel 28.8

A= [é ﬂ € Q¥ mit xya=(A—1)°

A= [0 1} €cQ®?mit xya=(A-1)(A+1)

LION  mtieo Ledte. Nulib. Gehalte
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8

1 -1 0
A{8 1 4]6R3X3mitx,4()\+1)2(/\3)
2 -1 -1

Gilt p1a = (A + 1) (A — 3) oderup = xa = (A + 1)2 (A — 3)?

2 -1 0][-2 -1 0 B B
(A+l)(A3I){8 2 4] {8 -2 4] - -

2 -1 0 2 -1 —4

— -_

<0
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom

Beispiel 28.8

2 -1 -1
A{6 1 2]6R3X3mitx,4()\+1)2(/\3)
3 -1 -2

Giltlpa = A+ 1) (A —3) foder pa = xa = (A +1)%> (A —3)?

3 -1 -1 (-1 -1 -1
(A+1)(A=31) = [6 2 2] {6 -2 2] {

o O O
o O O

3 -1 -1 3 -1 -5

o O O
| —
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Nullstellen des charakteristischen und des Minimalpolynoms

Lemma 28.9 (Version fiir Matrizen)

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann sind aquivalent:
O )\ € K ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms 4.
@ ) € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms x 4.

Beweis. @ => @ }AA—l 9%« -l EifoLd:t] ot PG
o Ba(= £ pa(M =3 -0=0.
@ = @ Nkl el Lo ke it ELDI,&A A

Ex (uvvemeongocv o= 'ZocL .

o Ov = fald) v = (ZKLN )
)Z\, Ktncm f/’cegrl- Z OL‘,A(' = ZOL‘,)\. \

= (N )y = }4,((%) v a0 ab ey = Ay

7
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Eigenwerte sind Nullstellen des Minimalpolynoms

Folgerung 28.10 (Version fiir Matrizen)

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann sind aquivalent:
© ) ist ein Eigenwert von A. “
@ ) ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms%,;.’a"
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