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Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer Matrix

Lemma 24.10

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.
Weiter sei f € End(V) und A € K. Dann sind dquivalent:

© ) ist ein Eigenwert von f.
@ det(Aidy — ) =0.

Beweis.

Lemma 24.11

Es sei K ein Kérper, A € K"*" und A € K. Dann sind dquivalent:
@ ) ist ein Eigenwert von A.
Q det(A\/ —A)=0.
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Der Ausdruck det(A ] — A)

Beispiel
. ) 2 1 -
Q Was ist det(\ ] — A) fiir A = 1 _3| € R=*=7
g - 2 1 2%2
@ Was ist det(\ ] — A) fiir A = 1 _3| € Zg™<?
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Charakteristisches Polynom einer Matrix

Definition 24.12
Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.

det(A ] — A)

heiRt das charakteristische Polynom der Matrix A, geschrieben x 4.

Lemma 24.13

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ng. Dann sind dquivalent:
@ ) € K ist ein Eigenwert von A.
@ ) € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4.
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Algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes

Definition 24.14
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Die Zahlen n; € N heiRen die algebraischen Vielfachheiten der
Eigenwerte A1, ..., \s von A. Wir schreiben p2'8(A, \;) = n;.

Lemma 24.15
Fiir die alg. Vielfachheit ;2'8(A, \;) eines Eigenwertes \; von A gilt

L2E(A,N)) = max{k € N \ (A=K | XA}
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Charakteristisches Polynom einer Matrix

Beispiel 24.16
@ Die Darstellungsmatrix der Spiegelungsabbildung

A_

cos?(a) —sin®(a)  2cos(a) sin(a) } B [cos(Qa) sin(2a) ]
| 2cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a)|

sin(2a) — cos(2a)

besitzt das charakteristische Polynom

B A —cos(2a)  —sin(2a)
KA = det( —sin(2a) A +cos(2a)>
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Charakteristisches Polynom einer Matrix

Beispiel 24.16
@ Die Darstellungsmatrix der Drehabbildung

A cos(aw)  sin()
~ |—=sin(a) cos(a)
besitzt das charakteristische Polynom
. —cos(a)  —sin(«)
XA = det ( sin(a) A\ — cos(« )>

= (A — cos(a)) (A — cos(a)) + sin*(a)
= X2 — 2\ cos(a) +
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Diirfen wir Polynome in Matrizen einsetzen?

g (P2 -1
V1 as3
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Diirfen wir Polynome in Matrizen einsetzen?

Ao
“_A_( 1 )\+3>
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Spur einer Matrix

Definition 24.18
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Die Spur von A ist definiert als

Spur(A Z aji
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Eigenschaften des charakteristischen Polynoms

Satz 24.19
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

xa = A" —Spur(A) N1 + ... 4 (—1)"det(A) \°.
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Geometrische und algebraische Vielfachheit

Satz 24.20
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Fiir jeden Eigenwert A € K von A gilt

1< uB°(A, \) < 1?8(A, ).

Beweis.
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Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom

Lemma 24.21
Es sei K ein Korper und n € Np.

Sind A, A € K™ 3hnlich, dann gilt xa = x3-

Beweis.
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Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus

Definition 24.22
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € End(V)
ist definert als
Xf = XA

fur die Darstellungsmatrix A = ./\/lg\‘;(f) bzgl. irgendeiner Basis By .
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Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Lemma 24.23

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.
Weiter sei f € End(V). Dann sind &dquivalent:

@ ) € K ist ein Eigenwert von f.
@ ) € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms xr.
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Spur eines Endomorphismus

Lemma 24.24
Es sei K ein Korper und n € Np.

Sind A, A € K™ 3hnlich, dann gilt Spur(A) = Spur(/z\\).

Definition 24.25

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

Die Spur eines Endomorphismus f € End(V) ist definert als
Spur(f) := Spur(A)
fur die Darstellungsmatrix A = ./\/lgz(f) bzgl. irgendeiner Basis By .
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Notwendiges Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit

Lemma 24.26
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.

Ist f € End(V') diagonalisierbar, dann zerfillt das charakteristische
Polynom xr in Linearfaktoren:

xr = (A= X)™ (A= 2™

mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten A1,...,As € K und deren
algebraischen Vielfachheiten ny,...,ns € Nmit ny +--- + ng = n.
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Mogliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit

Beispiel 24.27
@ Ursache 1:

xa zerfallt nicht vollstandig in Linearfaktoren, es gilt also

XA:()\_)\I)HI"'()\_)\S)HS'CI
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Mogliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit
Beispiel 24.27

@ Ursache 2:
Fiir mind. einen Eigenwert \; von f gilt u8°(A, \;) < p2'8(A, \)).
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Einsetzen in Polynome

Bisher haben wir in ein Polynom K|t] iiber einem Korper K nur
Elemente von K eingesetzt:

p=a,t" + ap1t"! +.--4+ at + aotoeK[t]

p( ) =an +  an-1 +o+ @ + A

Wir brauchen folgende Verkniipfungen:
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Algebra liber einem Korper

Definition 25.1
Es sei (K, +, ) ein Korper.

Eine Algebra (A, +, -, x) iiber K ist eine Menge A mit zwei inneren
Verkniipfung +: Ax A — A und x: A x A — A sowie einer duReren
Verkniipfung -: K x A — A, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

Q (A, +,-) ist ein K-Vektorraum.
@ (A, +,x) ist ein Ring.
© Die Verkniipfung x ist vertraglich mit der S-Multiplikation:
(v-a)xb=a-(axb)=ax(a-b)
fir alle « € K und a,b € A.
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Algebra liber einem Korper

Definition 25.1
o Eine Algebra A heift kommutativ, wenn x kommutativ ist.

@ Eine Algebra A heilt eine Algebra mit Eins, wenn es in A ein
neutrales Element bzgl. x gibt.

Existiert dann zu a € A bzgl. % ein inverses Element, so bezeichnen
wir dieses mit a~ L.
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Multiplikation in einer Algebra ist bilinear

Lemma 25.2
Es sei (A, +, -, ) eine Algebra iiber dem Korper K.

Dann ist die Multiplikation x bilinear, d. h.,

(da+pBb)xc=a(axc)+p(bxc)
ax(Bb+yc)=pB(axb)+v(axc)

fur alle a, b, c € und alle o, 8,7 € K.
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Algebra liber einem Korper

Beispiel 25.3

Q Fiir jeden Korper (K, +,:) ist (K, +,-,-) eine kommutative Algebra
mit Einselement 1 uber sich selbst.

@ Fiir jeden Korper (K, +,-) ist (K, +, -y, ) eine kommutative
Algebra mit Einselement 1 iiber jedem Unterkorper (U, +, ).
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Algebra liber einem Korper

Beispiel 25.3

© Fiir jeden Korper K ist (K™ ", +,-,-) eine Algebra iiber K mit
Einselement /,,.

© Fiir jeden Korper K und K-Vektorraum (V/,+,-) ist
(End(V),+, -, 0) eine Algebra iiber K mit Einselement id),.
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Algebra liber einem Korper

Beispiel 25.3

@ Fiir jeden Korper K ist (K|[t],+, -, ) eine Algebra iiber K mit

Einselement 1.
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Algebra liber einem Korper

Beispiel 25.3
@ Fiir jede Menge X und Algebra (A, +, -, x) liber einem Kérper K ist
AX = {f: X = A}

eine Algebra liber K.

@ Insbesondere bildet also die Menge der Funktionen
KX = {f: X — K} eine kommutative Algebra mit Eins iiber K.
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Homomorphismus von Algebren

Definition 25.5

Es seien (A1, +1, 1, %) und (A, +2, -2,J) zwei Algebren iiber
demselben Kérper K.

@ Eine Abbildung f: A; — A, heillt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (Aj, +1, 1, %) in (A2, +2, -2,0), wenn gilt:

f(a+1b)=17(a)+2f(b) firallea,be A,
fla1a)=a-f(a) fur alle « € K und a € A;.
f(axb)=f(a)df(b) firallea,be A;.

@ Besitzen beide Algebren ein Einselement ea, bzw. es, und fordern
wir zusatzlich f(ea,) = ea,, dann nennen wir f einen
Homomorphismus von Algebren mit Eins.
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Homomorphismus von Algebren

Definition 25.5

© Ist zudem f: A; — A, bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.

In diesem Fall nennen wir (A1, +1,1,%) und (A2, +2,-2,0J) auch
zueinander isomorphe Algebren und schreiben

(A17 +17 '17*) = (A27 +27 ‘25 D)

Q Im Fall (A1, +1,-1,*) = (A2, +2, -2,0) sprechen wir von einem
Endomorphismus.

@ Ist zudem f: A; — A bijektiv, so sprechen wir auch von einem
Automorphismus.
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Homomorphismus von Algebren

Beispiel 25.6
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.

Dann sind
o die Algebra der Endomorphismen von V (End(V),+,-,0) und
o die Algebra der Matrizen (K"*", +,-,+)

isomorph als Algebren mit Eins.
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Einsetzungshomomorphismus

Definition 25.7
Es sei (A, +, -, %) eine Algebra iiber dem Kérper K mit Eins.

Die Abbildung

p=ant” + apit"™t 4+ 4+ at + at’eK[t]

pla)=a,a" + ap,1a™! +...4+ aja + ae €A

heilt der Einsetzungs- oder der Auswertungshomomorphismus zu a.
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Einsetzungshomomorphismus

Lemma 25.8
Es sei (A, +, -, ) eine Algebra iiber dem Kérper K mit Eins.

Fiir jedes a € A ist der Einsetzungshomomorphismus ¢,: K[t] — A ein
Homomorphismus von Algebren mit Eins.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 07 32/35


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Induzierte Polynomfunktion

Durch p = >"7 ; a;i t" induzierte Polynomfunktion pa: A — A:

pa(a) =apet+ara+t---+a, 13" 1 4+a,a"cA

Bemerkung 25.10
Es sei (A, +, -, %) eine Algebra iiber dem Kérper K mit Eins.

Die Abbildung
> (K[t]7+7'7') Sp— 5A € (AA7+7'7*)

ist ein Homomorphismus zwischen zwei Algebren mit Eins.
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Einsetzen in Polynome

Beispiel 25.11

© Wir betrachten die Algebra mit Eins (K"*", +,-,-) liber einem
Korper K.

Einsetzen einer Matrix A € K"™*" in das Polynom p = t?> — 1:

P(A)
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Einsetzen in Polynome

Beispiel 25.11

@ Wir betrachten die Algebra mit Eins (End(V), +, -, o) liber einem
Korper K.

Einsetzen eines Endomorphismus einer Matrix f € End(V) in das
Polynom p = % — 1:

p(f)
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