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Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer Matrix

Lemma 24.10

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.
Weiter sei f € End(V) und A € K. Dann sind dquivalent:

@ )\ ist ein Eigenwert von f.

@ det(\idy — ) = 0.

Beweis. Actt ELD = B (4,) = Ko (/hbt\,'\g) <10}
=) Xt‘d\f”% cot mit wjeu;;

et det (Acay -4) =0

Lemma 24.11

Es sei K ein Kérper, A € K"*" und A € K. Dann sind dquivalent:
@ ) ist ein Eigenwert von A.
Q det(\/ — A)=0.
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Der Ausdruck det(A ] — A)

?(/(buf)ekamwée,
Beispiel
Q Was ist det(A ] — A) fir A= [_21 _13] € R2x2?
A2 ~t
(3 ) <t «
= M tr =& 7o
@ Was ist det(A/ — A) fir A= [_21 _13] € 22*%7
qet (V0 G ) s (A (Aed) e
= \MeN+tO
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Charakteristisches Polynom einer Matrix

Definition 24.12
Es sei K ein Korper und A € K" fiir n € Np.

det(A ] — A)

heiRt das charakteristische Polynom der Matrix A, geschrieben x 4.
D1y Veneble L A S, %Zynow ‘/\u}é'e C.AR A,
€ KX
Lemma 24.13
Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann sind aquivalent:
@ )\ € K ist ein Eigenwert von A.
@ ) € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4.

EN (N) = et (AT —A) =0
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SEN,

Nudlsieie

Algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes
Sade AL.21 n, ne [/
)CA:(’\"’\"L )”(/\’/{4 ) )
M, s POOIIEUNG VeCseudlne Nudigfellew Ny e &N
Definition 24.14
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Die Zahlen n; € N heiRen die algebraischen Vielfachheiten der
Eigenwerte M1, ..., \s von A. Wir schreiben p2'8(A, \;) = n;.

— N <
rv(ﬁz)wz(/t.az Z }A.a\$(A(A'£) = ; ar = ”degﬁ%)
=\ =1 Zn
Lemma 24.15
Fiir die alg. Vielfachheit ;2'8(A, \;) eines Eigenwertes \; von A gilt

L2E(A,N)) = max{k € N| (A — A)E XA}
4 Jutt
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Charakteristisches Polynom einer Matrix

Beispiel 24.16
@ Die Darstellungsmatrix der Spiegelungsabbildung

A_

cos?(a) —sin®(a)  2cos(a) sin(a) } B [cos(2a) sin(2a) ]
| 2cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a)|

sin(2a) — cos(2«)
eR%*2
besitzt das charakteristische Polynom
B A —cos(2a)  —sin(2a)
A= det( —sin(2a) A +cos(2a)>
— (A—coc@a) (A coc(@x) ) — s (@ex)
~ W —cof(dx) —snf@x) = N4 = (AsA)(A-1)

A ot do 81O #4 JM mot  olg. Vel -
dJochiect 4.
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Charakteristisches Polynom einer Matrix
Beispiel 24.16

@ Die Darstellungsmatrix der Drehabbildung

= [ooten o] ¢ s

besitzt das charakteristische Polynom

= (M A:SL';S?))
= (A cos(a)) (A — cos(a

= X2 — 2\ cos(a) +

)) -+ sin®(a)

— )= b
Ko, = cos() JCMZCN-) ~1 el =y chfrC(oc))@(
o= : E[,O/l mct ads. Wi(j 2
x=r! EW-

=: a<=0 ol =7
—_—
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Diirfen wir Polynome in Matrizen einsetzen?
SUTAl Qi g KTN]

(P22 -1
V1 a+3
UTAD ost veive Wnoe | (Lesaa A1,42)  Auaca WEND st

Al ilfe M;)’YPUUW%‘JW ole, Tidkgrthirige,
LDN] 2o WI(A) & Yottonale Fuanlhdoa kdjpy

,ti— [ p.ge WTAD, 4%05 it /T\%_.re(am.
E—(~ ~J P—z‘ =7 | = P> '

2\4 ér'b P ?Ez P #(

Udescivg gon ol KL KD alt Ldodype,
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Diirfen wir Polynome in Matrizen einsetzen?

SfA] & (W
o €K KN

A—2 -1 nan
)\I—A:< ) A+3> c KA

lp, = det (ATA) < K(A)
Pow Oicidcdnkest + € KTND |
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Spur einer Matrix

Definition 24.18
Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.

Die Spur von A ist definiert als
Spur(A) = Z aji
i=1
Summe cles %w'rd%m/te&mmt

g (4 2)

R/_
< 2,{2 X2

1)
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Eigenschaften des charakteristischen Polynoms

Satz 24.19
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

xa = A" —Spur(A) N1 + ... 4 (=1)"det(A) \°.
(e W‘L—\_’———\
T gurnr At wpegnges
2
A= ( 2 e xz

—( ~R
&’OLL«'(./\-\?—“/( v, :/\Z_f)\_&\
ek (#) =-§ A
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Geometrische und algebraische Vielfachheit

Satz 24.20
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Fiir jeden Eigenwert A € K von A gilt

1< pE°(A,N) < 178(A, ).
Beweis B¢ §eAce eiu EW LowA, L < /ATI“"CA’ ) =@
= diwa (E5(A, Ac)) V\Qr,l/\ Lesuenan 2¥

L&Lw whner oo Qg\/ "(VL://\_‘/\O' Gty ~ Vie ) wou K
Baws mc‘ﬁ("\/f\)

(J’/J l%] § Raaliede s A
X

-
7% =k = (A-A)Y
£ ko Lo Tt (5~)
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Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom

Lemma 24.21
Es sei K ein Korper und n € Np.

Sind A,EE K™ dhnlich, dann gilt xa = x 3.

Beweis. ﬂc =T AT Adle_ Nadizeen lw‘ﬁ&q
~ _ _ Ca K (A) 2™ '
AT—A = AT =TAT” T, AL, AT AT

= TOE)T = AT
= T [AT-A]T™"

= 2a = ded (ATA) = det (T) et (AT-A) otet (77
= oled (AT-A) =2
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Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus

Definition 24.22
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € End(V)
ist definert als
Xf = XA

fur die Darstellungsmatrix A = ./\/lg\‘;(f) bzgl. irgendeiner Basis By .

Damct lonnen vrr o ["'D&s(«qplal) M—(:f»b»w‘rm.
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Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Lemma 24.23

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.
Weiter sei f € End(V). Dann sind dquivalent:

@ ) € K ist ein Eigenwert von f.
@ ) € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms xr.

n6 (AN =p (2,0 fur Jedte Danch micini
A ow £
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Spur eines Endomorphismus

Lemma 24.24
Es sei K ein Korper und n € Np.

Sind A,/KE K™ 3hnlich, dann gilt Spur(A) = Spur(/z\\).
Adeua i ——<§pw(f\) (o1 2Lu K&k{/ A Ap AR

Definition 24.25

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

Die Spur eines Endomorphismus f € End(V) ist definert als
Spur(f) := Spur(A)
fur die Darstellungsmatrix A = ./\/lgz(f) bzgl. irgendeiner Basis By .
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Notwendiges Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit

Lemma 24.26
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.

Ist f € End(V') diagonalisierbar, dann zerfillt das charakteristische

Polynom Y in Linearfaktoren: ?M}OD%MDM
XF=A=A)™ (A= Ag)™ -2

mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten A1,...,As € K und deren

algebraischen Vielfachheiten ny,...,ns € Nmit ny +--- + ng = n.
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Mogliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit
.

Beispiel 24.27

en <k Baote ge, fordes €V

© Ursache 1: Ag by P vt uelea

xa zerfallt nicht vollstandig in Linearfaktoren, es gilt also

eKTA]

xa= 0= 2™ (=00 oleg (g )22

de( @Eb‘&(ﬁ&)} = % 'vfk?w(f&l,\f)

<
< Z pMAd) -

\

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

O Nlled,

Lineare Algebra Il Woche 07 18 / 35



Mogliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit

Beispiel 24.27
@ Ursache 2: /s

Fiir mind. einen Eigenwert \; von f gilt u8°(A, \;) < p2'8(A, \)).
Komn W Led mebdachoe, 8L parnye |

AL 2] a0 p 0D
¥

&’
( hed J)uM/() = < (L)
fzu?f“”(/’n&)
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Einsetzen in Polynome

Bisher haben wir in ein Polynom K|t] iiber einem Korper K nur

Elemente von K eingesetzt: e
_ 2 un n—1 . L ZV2N
p=apt" + a,_1t +.-4+ a1t + at  €K[t] P
/éf‘c
PR =a, 8 + 218" ++ a& + 2% cA
P\ =an & n—1 1 0.S
. By —B . neudve
Wir brauchen folgende Verkniipfungen: e -

*
o Utnpe Vunlpfucg  x : AxAm A fX¥ &' =Br--4R
o aupoe Uuknipfap - - Kxh~A  fur 0, 8"

° dwm\&ywzw A1 AxA~A  dN 2,0 | .
& o‘./l—'\-\E
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Algebra liber einem Korper
o (ossozidioe. )
Definition 25.
Es sei ( ,-) ein Korper.

Einé€"Algebra (A, +, -, x) liber K ist eine Menge A mit zwei inneren

Verkniipfung +: Ax A — A und x: A X A — A sowie einer duReren
Verkniipfung -: K x A — A, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

Q (A, +,-) ist ein K-Vektorraum.
(W) oererudie OLEC02otw
Q (A,+,*<st ein Ring.

© Die Verkniipfung x ist vertraglich mit der S-Multiplikation:
(ax-a)xb=a-(axb)=ax(a-b)
fir alle « € K und a,b € A.
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Algebra liber einem Korper

Definition 25.1
@ Eine Algebra A heift kommutativ, wenn x kommutativ ist.
Oty usciare Ageba
@ Eine Algebra A heillt eine Algebra mit Eins, wenn es in A ein
neutrales Element bzgl. x gibt.

Existiert dann zu a € A bzgl. % ein inverses Element, so bezeichnen
wir dieses mit a~ 1.
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Multiplikation in einer Algebra ist bilinear
QA'1+\' )X-(AL'("') - (A‘lf" )

Lemma 25.2
Es sei (A, +, -, %) eine Algebra libey’dem Korper K.

Dann ist die Multiplikation x bilinear, d. h.,
(va+pb)xc=a(axc)+B(bxc)
ax(Bb+yc)=p(axb)+y(axc)

fur alle a, b, c € und alle o, 8,7 € K.

Berves: (xax fob) rcfa tayxc + (Bb)wc

Ol gacke
G Rng (A £, 4)
=~ ooy + R(bac)
2. Aumegt avoldy um@mfw * Ut ¥

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 07

23 / 35



Algebra liber einem Korper

Wenhsde : # = -
Beispiel 25.3

Q Fiir jeden Korper (K, +,:) ist (K, +,-,-) eine kommutative Algebra
mit Einselement 1 uber sich selbst.

e (Kt ) Ot K Vedoncauin 4
: (_Kl-f") et koma-«,@%o mit Eies 4
C (e b = olal) = alub) ol bk K /

@ Fiir jeden Korper (K, +,-) ist (K, +, -y, ) eine kommutative
Algebra mit Einselement 1 iiber jedem Unterkorper (U, +, ).

2R, C et cow R-Algeb
R ot e @ —Alsebon
TR Ux > K
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Algebra liber einem Korper

Beispiel 25.3 Mody\m(‘scm sl K ne N,
© Fiir jeden Korper K ist (K™ ", +,-,-) eine Algebra iiber K mit
Einselement /,,.
. ( L{‘:’;c“l.) Ueb K~ Viddos Mo
' (L("W'V“Ft) ) ot 730\15) nld lefmm. (fu\f nz 2
Hoddotutihip koo
(CA)R = (AR = A{xR)

Q Fiir jeden Korper K und K-Vektorraum (V,+,-) ist  Ewdomegelud—

(End(V), +, -, 0) eine Algebra iiber K mit Einselement id),. V"“‘“‘;(’;f\(gN

P wompashoc, Vo N
SA. ikt kamumatads

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 07 25 /35



Algebra liber einem Korper

Beispiel 25.3 W‘d”‘?’m@“b“ Lile K
© Fiir jeden Korper K ist (K|[t],+, -, ) eine Algebra iiber K mit
Einselement 1.— Eilnpolygfinn k‘Ome{fj,;gﬁ/

- (KEE, ¢, ) Gt Ur Veldorouen,  (Redgput( 2.3)
(KCR), ¢+ ) ot Rayg mif Eiho
(.{Xp\ér = o(pg) = p-(xg)

K] (.A\r n74 Gt ke Algesex

Ao ¥+ (w K TE] vedd alggeacalosecn b
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Algebra liber einem Korper
Beispiel 25.3
@ Fiir jede Menge X und Algebra (A, +, -, x) liber einem Kérper K ist
AX = {f: X = A}
eine Algebra iiber K. @Lﬁhu}t + > \}"&wbilr pmk:lwwu,i
28 (4rglex)ra 0o * plx)

@ Insbesondere bildet also die Menge der Funktionen
KX = {f: X — K} eine kommutative Algebra mit Eins iiber K.

Spezipdlall mit A=K o ©
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Homomorphismus von Algebren

Definition 25.5

Es seien (A1, +1, 1, %) und (A, +2, -2,J) zwei Algebren iiber
demselben Kérper K.

@ Eine Abbildung f: A; — A, heillt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (A, +1, ‘1, %) in (A2, +2, -2,), wenn gilt:

f(a+1b)=17(a)+2f(b) firallea,be A,
fla1a)=a-f(a) fur alle « € K und a € A;.
f(axb)=f(a)df(b) firallea,be A;.

@ Besitzen beide Algebren ein Einselement ea, bzw. es, und fordern
wir zusatzlich f(ea,) = ea,, dann nennen wir f einen
Homomorphismus von Algebren mit Eins.
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Homomorphismus von Algebren

Definition 25.5

© Ist zudem f: A; — A, bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.

In diesem Fall nennen wir (A1, +1,1,%) und (A2, +2,-2,0J) auch
zueinander isomorphe Algebren und schreiben

(A17 +17 '17*) = (A27 +27 ‘25 D)

Q Im Fall (A1, +1,-1,*) = (A2, +2, -2,0) sprechen wir von einem
Endomorphismus.

@ Ist zudem f: A; — A bijektiv, so sprechen wir auch von einem
Automorphismus.
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Homomorphismus von Algebren

Beispiel 25.6
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.

Dann sind
o die Algebra der Endomorphismen von V (End(V),+,-,0) und
o die Algebra der Matrizen (K"*", +,-,+)

isomorph als Algebren mit Eins.

Beite sud widut kommutasho fuxr nz2.
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Einsetzungshomomorphismus

Definition 25.7

Es sei (A, +, -, *) eine Algebra iiber dem Kérper Klmit Eins. l eeh

Die Abbildung

p=ant" + a,1t"™! 4+ 4+ at + at’eK[t]

p(a)=a,a" + ap,1a™! +...4+ aja + ae €A
— "‘(‘_,_\ ao
heillt der Eins?é?iar%s— oder der Auswertungshomomorphismus zu a.
Wommatetintst Lo & vk nuld bephst /

O, Kit] DA
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Einsetzungshomomorphismus

Lemma 25.8
Es sei (A, +, -, ) eine Algebra iiber dem Korper K mit Eins.

Fiir jedes a € A ist der Einsetzungshomomorphismus ¢,: K[t] — A ein

Homomorphismus von Algebren mit Eins.

(éa CP*%’) = ('PA CP) ~ 1, (5(—)

TS (e A
(Fo\ (O('P> = & (PA (/")
2 (P;f) = %CP)T;%@)

) e A
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Induzierte Polynomfunktion _
Keow derlen ash | dudnn bddbibes a8k e sehean :

Durch p = "7, aj t” induzierte Polynomfunktion pa: A — A:

%l}ﬂl pa(a) =agedara+---+a, 13" 1 4+a,a"cA

Bemerkung 25.10
Es sei (A, +, -, %) eine Algebra iiber dem Kérper K mit Eins.

Die Abbildung
> (K[t]7+7'7') S p 5A € (AA7+7'7*)

ist ein Homomorphismus zwischen zwei Algebren mit Eins.
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Einsetzen in Polynome

Beispiel 25.11

© Wir betrachten die Algebra mit Eins (K"*", +,-,-) liber einem
Korper K.

Einsetzen einer Matrix A € K"™<" in das Polynom p = t*> — 1:
2 0
A = A= A
=AA-T
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Einsetzen in Polynome

Beispiel 25.11 s Vdorreuene, V
@ Wir betrachten die Algebra mit Eins (End(V), +, -, o)¥iiber einem
Korper K.

Einsetzen eines Endomorphismus einer Matrix f € End(V) in das
Polynom p = % — 1:

A = §~4°
= §of — W,
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