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Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer Matrix

Lemma 24.10
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit dim(V ) = n 2 N0.

Weiter sei f 2 End(V ) und � 2 K . Dann sind äquivalent:

1 � ist ein Eigenwert von f .

2 det(� idV � f ) = 0.

Beweis.

Lemma 24.11
Es sei K ein Körper, A 2 K n⇥n

und � 2 K . Dann sind äquivalent:

1 � ist ein Eigenwert von A.

2 det(� I � A) = 0.
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↓ ist EW = Eig(f , x) = Ken (didu-f) + 503

= Xidu-f ist nicht injektiv
(1 det (xidu -f) = 0



Der Ausdruck det(� I � A)

Beispiel

1 Was ist det(� I � A) für A =


2 1

�1 �3

�
2 R2⇥2

?

2 Was ist det(� I � A) für A =


2 1

�1 �3

�
2 Z2⇥2

5 ?
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↑Unbekannte

def (*=

2 -Y +
3) = (x -2)(x +3) + 1

=
x2 + x -5 #Polynom

det ( + 12 Tis) = (x -2)(x +3) + 1

= x + X +0



Charakteristisches Polynom einer Matrix

Definition 24.12
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

det(� I � A)

heißt das charakteristische Polynom der Matrix A, geschrieben �A.

Lemma 24.13
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0. Dann sind äquivalent:

1 � 2 K ist ein Eigenwert von A.

2 � 2 K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms �A.
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Drivaiable in diesem Polynom heipt i
. d. R

.

X
.

XAEk[X]

-(x) = det (b I-A) = 0



Algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes

Definition 24.14
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Die Zahlen ni 2 N heißen die algebraischen Vielfachheiten der

Eigenwerte �1, . . . ,�s von A. Wir schreiben µalg(A,�i ) = ni .

Lemma 24.15
Für die alg. Vielfachheit µalg(A,�i ) eines Eigenwertes �i von A gilt

µalg(A,�i ) = max
�
k 2 N

�� (�� �i )
k | �A

 
.
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SENo

Satz 11.
21 :

Ps ↓
EK[x]

, keine

Xa = (x -x( --(x -xs) -

F
Nullstellen

↓
, paarise verschiedene Nullstellen

, nn ,
--,SEN

Folgerung11.22a(A ,dinin-degl
n

↑ tilt



Charakteristisches Polynom einer Matrix

Beispiel 24.16
1 Die Darstellungsmatrix der Spiegelungsabbildung

A =


cos2(↵)� sin2(↵) 2 cos(↵) sin(↵)
2 cos(↵) sin(↵) sin2(↵)� cos2(↵)

�
=


cos(2↵) sin(2↵)
sin(2↵) � cos(2↵)

�

besitzt das charakteristische Polynom

�A = det

✓
�� cos(2↵) � sin(2↵)
� sin(2↵) �+ cos(2↵)

◆
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EIR2x2

= (x-cos(2al)(x+ cos(2x)) - sin (2x)

= X-cos(21) - Sin
=

(2a) = (2- 1 = (x+1)(x- 1)

* hat die EW #1 jeweils mit alg.
Viel-

Jachheit 1
.



Charakteristisches Polynom einer Matrix

Beispiel 24.16
2 Die Darstellungsmatrix der Drehabbildung

A =


cos(↵) sin(↵)
� sin(↵) cos(↵)

�

besitzt das charakteristische Polynom

�A = det

✓
�� cos(↵) � sin(↵)
sin(↵) �� cos(↵)

◆

=
�
�� cos(↵)

��
�� cos(↵)

�
+ sin2(↵)

= �2 � 2� cos(↵) + 1.
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ER2x2

*
12

= cos()= (a) - 1 R c ,
cos(x) = 1 od.

El cos(a)=1

H20 : EW1 mitalsv. aood
x= i : El-1 2 im Int. to

,
25))



Dürfen wir Polynome in Matrizen einsetzen?

det

✓
�� 2 �1

1 �+ 3

◆
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EK[X]

↓
Ekk[x]

K[] ist kein Korper ! (Lemma 11.
12) Anch Kitx] nicht!

Ashitte : Korpeerweiterung des Integrittinge
k[X] zu K(x) = rationaler Funktionenkolper :

[1p .gek, g+o] mit Egrelation

= piq = P2,

pro [& ] leftet KEx] in K(x) als komm.

Unterring ein und K = K(x) als Unterkorper.



Dürfen wir Polynome in Matrizen einsetzen?

� I � A =

✓
�� 2 �1

1 �+ 3

◆
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EK[d] & k(XS
↓ = t kqk(x)

Ek(ynxm

YA => def (xI-A) = k(x)
↑ in Wirklichkeit : -K[X]

.



Spur einer Matrix

Definition 24.18
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Die Spur von A ist definiert als

Spur(A) :=
nX

i=1

aii
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Summe der Hauptdiagonalelemente

Spur (3) = 1
.

-2x
EX5



Eigenschaften des charakteristischen Polynoms

Satz 24.19
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

�A = �n � Spur(A)�n�1 + · · ·+ (�1)n det(A)�0.
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-
R fur n21 schwinger

A = (3) Erzxz
Spur(A) = - 1

* = x2 + x -5

def (A) = - 5



Geometrische und algebraische Vielfachheit

Satz 24.20
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Für jeden Eigenwert � 2 K von A gilt

1 6 µgeo(A,�) 6 µalg(A,�).

Beweis.
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Es seiditkein El conA
.

1 = Se(A , xi) =G
= dim (Eig(A,

xi)) mach Lemma 248

Wahle eines Basis Bu = (Ve
, --g . VgtesvVn) rook?

.

~

* =M() = [BasrouEiahnlich zuA

**= *A
= (x-xi)3 .

kann weitere Fakx- (x-xi)



Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom

Lemma 24.21
Es sei K ein Körper und n 2 N0.

Sind A, bA 2 K n⇥n
ähnlich, dann gilt �A = � bA.

Beweis.
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A = TAt Alle Matrizen ligen
in K(x)nxn !

XI-E = XTT" - TATT F
,
XI , A

,
T,
A

,
Th

= T(xI)T" -TATT

= TIXI-AJT-1
=> Y

= def (xI-A) = det (T) det (xl-A) def(T
= def (xF-A) = *A :



Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus

Definition 24.22
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K .

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f 2 End(V )
ist definert als

�f := �A

für die Darstellungsmatrix A = MBV
BV

(f ) bzgl. irgendeiner Basis BV .
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Damit konnen nur auch Mass (f ,
x) defineren.



Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Lemma 24.23
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K .

Weiter sei f 2 End(V ). Dann sind äquivalent:

1 � 2 K ist ein Eigenwert von f .

2 � 2 K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms �f .
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pals (A,
x) = peals (f ,

x) for jede Darst- Matrix

A vou f.



Spur eines Endomorphismus

Lemma 24.24
Es sei K ein Körper und n 2 N0.

Sind A, bA 2 K n⇥n
ähnlich, dann gilt Spur(A) = Spur( bA).

Definition 24.25
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K .

Die Spur eines Endomorphismus f 2 End(V ) ist definert als

Spur(f ) := Spur(A)

für die Darstellungsmatrix A = MBV
BV

(f ) bzgl. irgendeiner Basis BV .
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denu: - Spur(A) ist einkoeff. in ****.



Notwendiges Kriterium für Diagonalisierbarkeit

Lemma 24.26
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit dim(V ) = n 2 N0.

Ist f 2 End(V ) diagonalisierbar, dann zerfällt das charakteristische

Polynom �f in Linearfaktoren:

�f = (�� �1)
n1 · · · (�� �s)

ns

mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten �1, . . . ,�s 2 K und deren

algebraischen Vielfachheiten n1, . . . , ns 2 N mit n1 + · · ·+ ns = n.
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Einspolgnon
f

- q



Mögliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit

Beispiel 24.27
1 Ursache 1:

�A zerfällt nicht vollständig in Linearfaktoren, es gilt also

�A = (�� �1)
n1 · · · (�� �s)

ns · q
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-

es ex. Basi auslauterEv

↓- pr verschieden

xEk[X]
deg(q) ?2
ohne Nullst

.

dim/Eig(A ,xi) = MA
= (A) nindel



Mögliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit

Beispiel 24.27
2 Ursache 2:

Für mind. einen Eigenwert �i von f gilt µgeo(A,�i ) < µalg(A,�i ).
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-

12

kann nur bei mehrachen EW pannten !

OALOS ,
- ,A-

Eig(A,
1) = Kon (*)

1 hat Dim1) =<(2)]
Ngw(A,1



Einsetzen in Polynome

Bisher haben wir in ein Polynom K [t] über einem Körper K nur

Elemente von K eingesetzt:

p = an t
n + an�1 t

n�1 + · · ·+ a1 t + a0 t
0 2 K [t]

ep( ) = an + an�1 + · · ·+ a1 + a0

Wir brauchen folgende Verknüpfungen:
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EK
EK b ↓

Ek
& Bau-

plan

JEA
B Bu Bn-

B Bo EA
- ~

B-- *B neutral
bagl .

*

innee Verknipfung *: AxA-A fur Bh = BA--*B

ausere Verkniptug. : KxA +A fur an BV

innereVernipfung +: AXA-A fir anis"
-> an-1

- 34-



Algebra über einem Körper

Definition 25.1
Es sei (K ,+, ·) ein Körper.

Eine Algebra (A,+, ·, ?) über K ist eine Menge A mit zwei inneren

Verknüpfung +: A⇥ A ! A und ? : A⇥ A ! A sowie einer äußeren

Verknüpfung · : K ⇥ A ! A, die die folgenden Bedingungen erfüllen:

1 (A,+, ·) ist ein K -Vektorraum.

2 (A,+, ?) ist ein Ring.

3 Die Verknüpfung ? ist verträglich mit der S-Multiplikation:

(↵ · a) ? b = ↵ · (a ? b) = a ? (↵ · b)

für alle ↵ 2 K und a, b 2 A.
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↓
Cassotiative (

↓
im besonder assoziativ



Algebra über einem Körper

Definition 25.1
Eine Algebra A heißt kommutativ, wenn ? kommutativ ist.

Eine Algebra A heißt eine Algebra mit Eins, wenn es in A ein

neutrales Element bzgl. ? gibt.

Existiert dann zu a 2 A bzgl. ? ein inverses Element, so bezeichnen

wir dieses mit a�1
.
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oder unitare Algebra



Multiplikation in einer Algebra ist bilinear

Lemma 25.2
Es sei (A,+, ·, ?) eine Algebra über dem Körper K .

Dann ist die Multiplikation ? bilinear, d. h.,

(↵ a+ � b) ? c = ↵ (a ? c) + � (b ? c)

a ? (� b + � c) = � (a ? b) + � (a ? c)

für alle a, b, c 2 und alle ↵,�, � 2 K .
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2A ,+ i) x(A,+, ) + (Ait,)

·

Beweis : (da + By) +

c 2xa) + + (Bb)+
-

Distigesetz
inRing (A,+,* )

-
x(a+ + B(bx)

2.Ansage analog Vertrglichkeit- und



Algebra über einem Körper

Beispiel 25.3
1 Für jeden Körper (K ,+, ·) ist (K ,+, ·, ·) eine kommutative Algebra

mit Einselement 1 über sich selbst.

2 Für jeden Körper (K ,+, ·) ist (K ,+, ·U , ·) eine kommutative

Algebra mit Einselement 1 über jedem Unterkörper (U,+, ·).
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identisch : *z -

of

~
· (k,+, ) ist K-Vektorraum

· (Kit , ) ist komm
.Ring mit Eins ~

· (xa)b = alab) = a (b)
,

alles in k -

Z .B. & ist eine RR-Algebra
R ist eine Q-Algebra

·

u
: Uxk + K



Algebra über einem Körper

Beispiel 25.3
3 Für jeden Körper K ist (K n⇥n,+, ·, ·) eine Algebra über K mit

Einselement In.

4 Für jeden Körper K und K -Vektorraum (V ,+, ·) ist

(End(V ),+, ·, �) eine Algebra über K mit Einselement idV .
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Matrixalgebra witek NetNo

· (k: ) ist K-Vektorraum

· (k+, j) ist Ring ,
nicht komm . fer us, 2

"Matri-Multiplikation
(A)B = x(AB) = A(xB)

Endomorphis
men-Alger

bra

↑ composition von V

A. nicht kommutatio



Algebra über einem Körper

Beispiel 25.3
5 Für jeden Körper K ist (K [t],+, ·, ·) eine Algebra über K mit

Einselement 1.
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Polynomalgebra ribe K

- Echspolynom ↑ commutative
· (Ktt] , +, ) ist K- Vektorran (Beispiel (2 .

3)

· (KEE)
, +. ) ist Ring mit Ein

· (xp) · q
= <(p-q) = p . (xq)

Kntt] fur n2, 1 ist eine Algebra,
da * in KnTt] nicht abgeschlossen x-



Algebra über einem Körper

Beispiel 25.3
6 Für jede Menge X und Algebra (A,+, ·, ?) über einem Körper K ist

AX = {f : X ! A}

eine Algebra über K .

7 Insbesondere bildet also die Menge der Funktionen

KX = {f : X ! K} eine kommutative Algebra mit Eins über K .

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 07 27 / 35

Definite + * jeweils pruktienes
z - B . (f +g((x) : = f(x) + g(x)

Spezialfall mit A = K von 6



Homomorphismus von Algebren

Definition 25.5
Es seien (A1,+1, ·1, ?) und (A2,+2, ·2,⇤) zwei Algebren über

demselben Körper K .

1 Eine Abbildung f : A1 ! A2 heißt strukturverträglich oder ein

Homomorphismus von (A1,+1, ·1, ?) in (A2,+2, ·2,⇤), wenn gilt:

f (a+1 b) = f (a) +2 f (b) für alle a, b 2 A1,

f (↵ ·1 a) = ↵ ·2 f (a) für alle ↵ 2 K und a 2 A1.

f (a ? b) = f (a)⇤ f (b) für alle a, b 2 A1.

2 Besitzen beide Algebren ein Einselement eA1
bzw. eA2

und fordern

wir zusätzlich f (eA1
) = eA2

, dann nennen wir f einen

Homomorphismus von Algebren mit Eins.
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Homomorphismus von Algebren

Definition 25.5
3 Ist zudem f : A1 ! A2 bijektiv, so heißt f auch strukturerhaltend

oder ein Isomorphismus.

In diesem Fall nennen wir (A1,+1, ·1, ?) und (A2,+2, ·2,⇤) auch

zueinander isomorphe Algebren und schreiben

(A1,+1, ·1, ?) ⇠= (A2,+2, ·2,⇤).

4 Im Fall (A1,+1, ·1, ?) = (A2,+2, ·2,⇤) sprechen wir von einem

Endomorphismus.

5 Ist zudem f : A1 ! A2 bijektiv, so sprechen wir auch von einem

Automorphismus.
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Homomorphismus von Algebren

Beispiel 25.6
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit dim(V ) = n 2 N0.

Dann sind

die Algebra der Endomorphismen von V (End(V ),+, ·, �) und

die Algebra der Matrizen (K n⇥n,+, ·, ·)
isomorph als Algebren mit Eins.
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Beide sind nicht Kommutativfur n32
.



Einsetzungshomomorphismus

Definition 25.7
Es sei (A,+, ·, ?) eine Algebra über dem Körper K mit Eins.

Die Abbildung

p = an t
n + an�1 t

n�1 + · · ·+ a1 t + a0 t
0 2 K [t]

ep(a) = an a
n + an�1 a

n�1 + · · ·+ a1 a + a0 e 2 A

heißt der Einsetzungs- oder der Auswertungshomomorphismus zu a.
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TLetA

Palp)

-
EAE -

~ -
= ab

&X -- AC

Kommutationtat von wird nicht bentist !

Ya : Kit] -> A



Einsetzungshomomorphismus

Lemma 25.8
Es sei (A,+, ·, ?) eine Algebra über dem Körper K mit Eins.

Für jedes a 2 A ist der Einsetzungshomomorphismus 'a : K [t] ! A ein

Homomorphismus von Algebren mit Eins.
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Ya(p +q) = 4a(p)+yYa(q)
↑ in KItS

1
in A

Ya (ap) = & Ya(p)

Ya (p-q) = Ya(p) · Palg)
D

↑ I
in KIt] in A



Induzierte Polynomfunktion

Durch p =
Pn

i=0 ai t
n

induzierte Polynomfunktion epA : A ! A:

epA(a) := a0 e + a1 a+ · · ·+ an�1 a
n�1 + an a

n 2 A

Bemerkung 25.10
Es sei (A,+, ·, ?) eine Algebra über dem Körper K mit Eins.

Die Abbildung

� : (K [t],+, ·, ·) 3 p 7! epA 2 (AA,+, ·, ?)

ist ein Homomorphismus zwischen zwei Algebren mit Eins.
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kein ferten atA ,
wonder belibigen aelt emisation :

Yalp) =

&



Einsetzen in Polynome

Beispiel 25.11
1 Wir betrachten die Algebra mit Eins (K n⇥n,+, ·, ·) über einem

Körper K .

Einsetzen einer Matrix A 2 K n⇥n
in das Polynom p = t2 � 1:

ep(A)
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= A2- Al

= A .A-I



Einsetzen in Polynome

Beispiel 25.11
2 Wir betrachten die Algebra mit Eins (End(V ),+, ·, �) über einem

Körper K .

Einsetzen eines Endomorphismus einer Matrix f 2 End(V ) in das

Polynom p = t2 � 1:

ep(f )
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eines Vektorrauen

= f2- jo
= fof-idy


