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Determinante eines Endomorphismus

Definition 23.21

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

Die Determinante eines Endomorphismus f € End(V/) ist definiert als
det(f) = det(A),

wobei A = Mg;(f) die Darstellungsmatrix bzgl. irgendeiner Basis By
von V ist.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.22, vgl. Lemma 23.8

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter seien f, g € End(f).

Q det(af) = a"det(f) fir alle o € K.

@ det(f) # 0 < f ist invertierbar < Rang(f) = n < Jede
Darstellungsmatrix von f ist invertierbar.

() det(id\/) =1.
Q det(f o g) = det(f) det(g).
Q det(f~1) = 1/det(f), falls f invertierbar ist.

Q det(f*) = det(f) fiir die zu f duale Abbildung f* € End(V*).
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Geordneter Korper

Definition 23.23
Es sei (K, +, ) ein Korper und < eine Totalordnung auf K.
@ Der Korper heillt geordnet, wenn fiir o, 3,7 € K gilt:

a<f = a+v<B+y
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Geordneter Korper

Definition 23.23
Es sei (K, +, ) ein Korper und < eine Totalordnung auf K.
@ o € K heillt nichtnegativ, wenn o > 0 ist.

© « € K heillt positiv, wenn « > 0 und « # 0 ist.
Q@ o € K heilt nichtpositiv, wenn o < 0 ist.

@ « € K heilt negativ, wenn o < 0 und o # 0 ist.
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24
Es sei (K, +, ) mit der Totalordnung < ein geordneter Kérper.
0 a>0 & —a<0
a<Budy<d = a+y<B+46

Beweis.
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24

Es sei (K +,+) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper.
<Pundy 20 = < By
éﬁundvé = 67<a'y

Beweis.
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24

Es sei (K, +, ) mit der Totalordnung < ein geordneter Kérper.
Q@ a?>0
Q@a#0 = o®>>0

Beweis.
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24
Es sei (K, +, ) mit der Totalordnung < ein geordneter Kérper.

@a>0 = 1>0
Q@p(f>a>0 = §>%>0

Beweis.
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24
Es sei (K, +, ) mit der Totalordnung < ein geordneter Kérper.

@ n1l >0 fir alle n € N, insbesondere hat K notwendig char(K) = 0.

Beweis.
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Geordneter Korper

Beispiel 23.25
o

2]
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Orientierungstreuer Endomorphismus

Definition 23.26

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Kérper K. Ein Automorphismus f € Aut(V) heifit

e orientierungstreu im Fall det(f) > 0 und

e orientierungsuntreu im Fall det(f) < 0.
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Orientierungstreuer Endomorphismus

Beispiel 23.27

173 -1 _1/-1 3 . 9%
A—§<_1 3> und 8—5(3 _1) in R

fa
— %
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Gleichorientierte Basen

Definition 23.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Korper K.

@ Zwei Basen By und EV heilen gleich orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T;V die Bedingung det(T) > 0 erfiillt.
v

@ Zwei Basen By, und EV heilen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = ’TgBV die Bedingung det(T) < 0 erfiillt.
v

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 06 14 / 28


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation

Lemma 23.29
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iliber dem geordneten

Korper K.
Gleichorientierung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen

von V.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 06 15 / 28


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung an §20

o Bei Darstellungsmatrizen A = Mg&(f) von f € End(V) wahlen
wir beide Basen gleich.

o Ist U ein f-invarianter Unterraum und wahlen wir
By = (vi,..., Vky Vk+1,-- -, Vn), dann gilt

By _
M, () =
@ Ist zusatzlich auch W ein f-invarianter Unterraum, dann gilt

MY (f) =
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung an §20
e f € End(V) heilt diagonalisierbar, wenn

V=U& --8dU,

gilt mit lauter eindimensionalen, f-invarianten Unterrdumen.

@ Die eindimensionalen, f-invarianten Unterraume werden durch
Eigenvektoren aufgespannt: U; = (v;).

@ v; heilt Eigenvektor zum Eigenwert )\; € K von f, wenn gilt:
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Paarweise verschiedene Eigenwerte

Satz 24.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V).
© Sind (vi,...,vk) EV von f zu paarweise verschiedenen EW

AL, ..., Ak € K, dann ist (v1,. .., vk) linear unabhangig.

@ f hat hochstens dim( V) viele paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis.
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Paarweise verschiedene Eigenwerte

Folgerung 24.2
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.

Besitzt f € End(V) n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f
diagonalisierbar.

Beweis.
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Paarweise verschiedene Eigenwerte

Beispiel 24.3

cos?(a) — sin?(a) 2cos(a) sin( )
2 cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a)
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Berechnung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

f(v)=Av Ax = Ax
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Invertierbarkeitskriterien

Lemma 24.5
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V).
© f ist injektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.

@ Ist V endlich-dimensional, dann gilt sogar:
f ist bijektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.

Lemma 24.5
Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.

A ist reguldr < 0 ist kein Eigenwert von A.
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Eigenraum, geometrische Vielfachheit

Definition 24.6
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Q Ist f € End(V) und X € K, dann heiRen

Eig(f,\) ={ve V|f(v)=Av} und pn&°(f,\) = dim(Eig(f,\))

der Eigenraum von f zu X bzw. die geometrische Vielfachheit
von .

Q Ist Ac K™ und X\ € K, dann heifit
Eig(A,\) ={ve V|Av=Av} und pu&°(A, ) =dim(Eig(A,\))

der Eigenraum von A zu \ bzw. die geometrische Vielfachheit
von A\.
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Eigenschaften von Eigenrdaumen von Endomorphismen

Lemma 24.7
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K, f € End(V) sowie A € K.
@ Eig(f, \) ist ein Unterraum von V.

@ Eig(f,\) # {0} < X\ ist ein Eigenwert von f.

@ Eig(f,\) \ {0} ist die Menge der zu A\ gehdrenden Eigenvektoren
von f.

Q Eig(f,\) = Kern(\idy — f).

@ Ist A1 # g, dann gilt Eig(f, A1) N Eig(f, A2) = {0}.
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Eigenschaften von Eigenrdaumen von Matrizen

Lemma 24.8
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ng sowie A € K.
Q@ Eig(A, ) ist ein Unterraum von V.

@ Eig(A,\) # {0} < X ist ein Eigenwert von A.

© Eig(A,\) \ {0} ist die Menge der zu \ gehdrenden Eigenvektoren
von A.

Q Eig(A,\) = Kern(A 1 — A).

@ Ist A1 # A, dann gilt Eig(A, A1) N Eig(A, \2) = {0}.
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Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter sei P € End(V/) ein Projektor und r := Rang(P).

Q@ V = Kern(P) & Bild(P).
@ Fiir die Eigenwerte von P gilt A(P) € {0,1}.

Beweis.
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Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter sei P € End(V/) ein Projektor und r := Rang(P).

© Jedes v € Bild(P) \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Es gilt u8°(f,1) = r = Rang(P) = dim(Bild(P)).

© Jedes v € Kern(P) \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.
Es gilt u8°(f,0) = n — r = Defekt(P) = dim(Kern(P)).

Beweis.
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Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter sei P € End(V/) ein Projektor und r := Rang(P).

© Wahlen wir eine Basis als By = (v1,..., Vs, Vrt1, ..., Vo), dann hat
A= Mgg(P) die Diagonalgestalt

1

1 < r-te Zeile
0 +—(r+ 1)-te Zeile

Beweis.
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