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Determinante eines Endomorphismus

Definition 23.21
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K .

Die Determinante eines Endomorphismus f 2 End(V ) ist definiert als

det(f ) := det(A),

wobei A = MBV
BV

(f ) die Darstellungsmatrix bzgl. irgendeiner Basis BV

von V ist.
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Wohldefindtheit :
annlich zu A
-

* MB(f) = TAT "mit T= at t
Met (A) = def (T) det (A) defIT

-

)
- ne+[T]

- det(A)
.



Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.22, vgl. Lemma 23.8
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.
Weiter seien f , g 2 End(f ).

1 det(↵ f ) = ↵n det(f ) für alle ↵ 2 K .

2 det(f ) 6= 0 , f ist invertierbar , Rang(f ) = n , Jede
Darstellungsmatrix von f ist invertierbar.

3 det(idV ) = 1.

4 det(f � g) = det(f ) det(g).

5 det(f �1) = 1/ det(f ), falls f invertierbar ist.

6 det(f ⇤) = det(f ) für die zu f duale Abbildung f ⇤ 2 End(V ⇤).
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Automorphismus
-



Geordneter Körper

Definition 23.23
Es sei (K ,+, ·) ein Körper und 6 eine Totalordnung auf K .

1 Der Körper heißt geordnet, wenn für ↵,�, � 2 K gilt:

↵ 6 � ) ↵+ � 6 � + �

↵ > 0 und � > 0 ) ↵ · � > 0
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reflexio , antisymm ,
transitio

-

Kompati
bilitat

imbesondere =B = x- B = 0
von 1 ,

De Totalordnung ist also durch die Elemente 10

berits bestimmt
.

Korp -

von 1,



Geordneter Körper

Definition 23.23
Es sei (K ,+, ·) ein Körper und 6 eine Totalordnung auf K .

2 ↵ 2 K heißt nichtnegativ, wenn ↵ > 0 ist.

3 ↵ 2 K heißt positiv, wenn ↵ > 0 und ↵ 6= 0 ist.

4 ↵ 2 K heißt nichtpositiv, wenn ↵ 6 0 ist.

5 ↵ 2 K heißt negativ, wenn ↵ 6 0 und ↵ 6= 0 ist.
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Rechenregeln in geordneten Körpern

Lemma 23.24
Es sei (K ,+, ·) mit der Totalordnung 6 ein geordneter Körper.

1 ↵ > 0 , �↵ 6 0
2 ↵ 6 � und � 6 � ) ↵+ � 6 � + �

Beweis.
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gleich vile Elemente O rie zo
"

① 240 = 0 =

x + (-x)), 0 + (-a) = - x

- 220 = 0 = a + x = 0 + x = x

②
x = B = a +j= B +y 3 = x +y =B + 0

r
= = p + = B+



Rechenregeln in geordneten Körpern

Lemma 23.24
Es sei (K ,+, ·) mit der Totalordnung 6 ein geordneter Körper.

3 ↵ 6 � und � > 0 ) ↵� 6 � �

4 ↵ 6 � und � 6 0 ) � � 6 ↵�

Beweis.
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⑤ &=B = B -

240 = (B-a)j40

= By -

xyz0 = a
=Bj

④
-

ja, 0 wegen ⑫

al-y) = B(-f) wegen B

= By zaj



Rechenregeln in geordneten Körpern

Lemma 23.24
Es sei (K ,+, ·) mit der Totalordnung 6 ein geordneter Körper.

5 ↵2 > 0
6 ↵ 6= 0 ) ↵2 > 0

Beweis.
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⑤ x70 = x= a . x40

a 20 = x= (-a) . ) -a) 30

③ K ist nullteilefrei



Rechenregeln in geordneten Körpern

Lemma 23.24
Es sei (K ,+, ·) mit der Totalordnung 6 ein geordneter Körper.

7 ↵ > 0 ) 1
↵ > 0

8 � > ↵ > 0 ) 1
↵ > 1

� > 0

Beweis.
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② 20
,

also 270 und damit multipl inverter
2 =2 +0

Falls 40
,

dann 1 = x. 10
.

Es gilt aber 1 = 1 .130 wegen 6 Also ist 30
.

⑳ Bra und aco
,
multiplizire mit $30 wg

=12 und O ,

--- mitko

= >t und 0
.



Rechenregeln in geordneten Körpern

Lemma 23.24
Es sei (K ,+, ·) mit der Totalordnung 6 ein geordneter Körper.

9 n 1 > 0 für alle n 2 N, insbesondere hat K notwendig char(K ) = 0.

Beweis.
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⑥ => 120

= 1 +131 +0 > 0

·

=n110 WHEN

D)W auch ! n1 +0 FuEN
,

imbesouder : Char (k) =0
.

Endliche Korper konnen nicht angeordnet werden !



Geordneter Körper

Beispiel 23.25
1

2

3

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 06 11 / 28

Q mit der blichen Totalordnung ist geord.

Korper .
Diese ist auch di einzige !

R mit der blichen Totalordnung - it geord.

Korper .
Auch dise it die einzige !

& sind mit keiner Totalordnung ein

geordneter Korper : it = -14 zu ⑳

Jeder getramete Korper enthalt ein isomorphes

Bied von Q .



Orientierungstreuer Endomorphismus

Definition 23.26
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem geordneten
Körper K . Ein Automorphismus f 2 Aut(V ) heißt

orientierungstreu im Fall det(f ) > 0 und

orientierungsuntreu im Fall det(f ) < 0.
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Futo

ohaltend

makeland



Orientierungstreuer Endomorphismus

Beispiel 23.27

A =
1
2

✓
3 �1
�1 3

◆
und B =

1
2

✓
�1 3
3 �1

◆
in R2⇥2

fA

fB
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Tuto

↓
Darst bush. See

,ea oderQx2

def(A) = 2 def(B) = -2

A 1A

I I I--1



Gleichorientierte Basen

Definition 23.28
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem geordneten
Körper K .

1 Zwei Basen BV und bBV heißen gleich orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T BV

bBV
die Bedingung det(T ) > 0 erfüllt.

2 Zwei Basen BV und bBV heißen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T BV

bBV
die Bedingung det(T ) < 0 erfüllt.
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Gleichorientierung ist Äquivalenzrelation

Lemma 23.29
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem geordneten
Körper K .

Gleichorientierung ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller Basen
von V .
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Fur dim IV) = 11 gibt es genau zwei

Aquiralanzklasan . Jede #q .

klance hept

eine Orrintirung von V. Oft nenut man drise

(willkerlich ! ) die pos.
undmeg . Printing.

Beispiel , Orientierung der Standardbasi (21 :
--

,en)-

in K" wird als positio gestgelegt.



Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung an §20

Bei Darstellungsmatrizen A = MBV
BV

(f ) von f 2 End(V ) wählen
wir beide Basen gleich.
Ist U ein f -invarianter Unterraum und wählen wir
BV = (v1, . . . , vk , vk+1, . . . , vn), dann gilt

MBV
BV

(f ) =

2

4

3

5

Ist zusätzlich auch W ein f -invarianter Unterraum, dann gilt

MBV
BV

(f ) =

2

4

3

5
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Konseq : gof wird dagestellt durch BA

f(k) = U

--

Basis won U Basis

conlonaV =10

# Hu



Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung an §20
f 2 End(V ) heißt diagonalisierbar, wenn

V = U1 � · · ·� Un

gilt mit lauter eindimensionalen, f -invarianten Unterräumen.

Die eindimensionalen, f -invarianten Unterräume werden durch
Eigenvektoren aufgespannt: Ui = hvi i.

vi heißt Eigenvektor zum Eigenwert �i 2 K von f , wenn gilt:
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m() = ["... xn]
-

=1 Es gibt eine Basis von V aus Eigenrektoren

-O

f(vi) = Xi vi



Paarweise verschiedene Eigenwerte

Satz 24.1
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und f 2 End(V ).

1 Sind (v1, . . . , vk) EV von f zu paarweise verschiedenen EW
�1, . . . ,�k 2 K , dann ist (v1, . . . , vk) linear unabhängig.

2 f hat höchstens dim(V ) viele paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis.
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KENO

klar

① Induction nach keNo
.

k =0 v k= 1 :

(v) ist linear unabhngig ,
da V

,
=0. Es seien

-- Artipaarise verschiedene EW mit EV Ve . --t

&Ve + --
+ &RV + &x+ , Vi +

= 0 2A)

=> f)anVet--- XaVa + NateVer) = Never +- -- + Xutv = 0

subtracte ne (A) :

-> Mate zete

0 = xn(xi-Xa+)v + -
.. + ar(xa- xx+1)v +de(c) Vie

=> &n(x-xeta) = --- = X(xa- X ) =0
.

= d = = xu=0

=P
u+ 1

-
-- tO und Auth =0 .

-to



Paarweise verschiedene Eigenwerte

Folgerung 24.2
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.

Besitzt f 2 End(V ) n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f
diagonalisierbar.

Beweis.
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kchreichendeBed fur Diagonalisierbarkeit

=>

* --a pro verschiedene EL

mit Er K~ m
= (v--) ist linear unabhangls,

d.
h. (ve

.
-

-
n) bildet eine Basis on V am lauter

EV
,

also itf diagonaliserbar
(Satz 20.24).



Paarweise verschiedene Eigenwerte

Beispiel 24.3

cos2(↵)� sin2(↵) 2 cos(↵) sin(↵)
2 cos(↵) sin(↵) sin2(↵)� cos2(↵)

�

x1

x2v2

f (v1) = v1

f (v2)

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 06 20 / 28

Spregelung an einer Achse

=Afi2x2

a

NAv =A()=
=- Vz

DAVz = A)-sinks Br= (v, Vz)coscas) = Eve

O O

(f) = [G]



Berechnung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

f (v) = � v A x = � x
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tek

( = - f(v) +yv =0 1= XX-Ax =0

= (xidu -f((v) =0 c =, (XI -A)x = 0

= weken (xidu-f) (= ) x Kon(xI)
to

~ ist also EV zum EW X X
FO ist also EV zumENX

#P

= VEKer (xidu=f) =O + X = Ken (xI-A)

zu EW tek ist also

Ken(XI-A) mew als 30h
,

also Al-A ist singular!



Invertierbarkeitskriterien

Lemma 24.5
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und f 2 End(V ).

1 f ist injektiv , 0 ist kein Eigenwert von f .
2 Ist V endlich-dimensional, dann gilt sogar:

f ist bijektiv , 0 ist kein Eigenwert von f .

Lemma 24.5
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0.

A ist regulär , 0 ist kein Eigenwert von A.
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24



Eigenraum, geometrische Vielfachheit

Definition 24.6
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K .

1 Ist f 2 End(V ) und � 2 K , dann heißen

Eig(f ,�) := {v 2 V | f (v) = � v} und µgeo(f ,�) := dim(Eig(f ,�))

der Eigenraum von f zu � bzw. die geometrische Vielfachheit
von �.

2 Ist A 2 K n⇥n und � 2 K , dann heißt

Eig(A,�) := {v 2 V |Av = � v} und µgeo(A,�) := dim(Eig(A,�))

der Eigenraum von A zu � bzw. die geometrische Vielfachheit
von �.
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= Ken(dr-f)

= Ken(XI-A)



Eigenschaften von Eigenräumen von Endomorphismen

Lemma 24.7
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K , f 2 End(V ) sowie � 2 K .

1 Eig(f ,�) ist ein Unterraum von V .

2 Eig(f ,�) 6= {0} , � ist ein Eigenwert von f .

3 Eig(f ,�) \ {0} ist die Menge der zu � gehörenden Eigenvektoren
von f .

4 Eig(f ,�) = Kern(� idV � f ).

5 Ist �1 6= �2, dann gilt Eig(f ,�1) \ Eig(f ,�2) = {0}.
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↑



Eigenschaften von Eigenräumen von Matrizen

Lemma 24.8
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n für n 2 N0 sowie � 2 K .

1 Eig(A,�) ist ein Unterraum von V .

2 Eig(A,�) 6= {0} , � ist ein Eigenwert von A.

3 Eig(A,�) \ {0} ist die Menge der zu � gehörenden Eigenvektoren
von A.

4 Eig(A,�) = Kern(� I � A).

5 Ist �1 6= �2, dann gilt Eig(A,�1) \ Eig(A,�2) = {0}.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 06 25 / 28

&



Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.
Weiter sei P 2 End(V ) ein Projektor und r := Rang(P).

1 V = Kern(P)� Bild(P).
2 Für die Eigenwerte von P gilt ⇤(P) ✓ {0, 1}.

Beweis.
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Pop = P = idoP
Lidempotent

~Menge der EW con P

& dim[V) = dim (Bild(P)) + dim (Ken(p)-

nach Dim .

-Satz fir linewer Abbildungen
Es sei VeKen(P)nBild(P) ,

also v = P(u) fut einneV.

Auerdem P(v) =0
.

= v = P(u) = P(P(u)) = P(v) = 0

=> Batz14.7) V = Ken (4) ⑦ Bild(P)
.

② Es sei VO ein Er von Pzu xek
.

P(v) = xr und P(v) = P(P(v)) = P(xv) = XP(v)
=> x = x2 = (2- x = x(x-1) =0

.

= x=0 =2
oderx = 1 :



Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.
Weiter sei P 2 End(V ) ein Projektor und r := Rang(P).

3 Jedes v 2 Bild(P) \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Es gilt µgeo(f , 1) = r = Rang(P) = dim(Bild(P)).

4 Jedes v 2 Kern(P) \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.
Es gilt µgeo(f , 0) = n � r = Defekt(P) = dim(Kern(P)).

Beweis.
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Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.
Weiter sei P 2 End(V ) ein Projektor und r := Rang(P).

5 Wählen wir eine Basis als BV = (v1, . . . , vr , vr+1, . . . , vn), dann hat
A = MBV

BV
(P) die Diagonalgestalt

A =

2

666666664

1

1  r -te Zeile

0  (r + 1)-te Zeile

0

3

777777775

Beweis.
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(P) Fen(P)


