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Determinante eines Endomorphismus

Definition 23.21
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

Die Determinante eines Endomorphismus f € End(V/) ist definiert als
det(f) = det(A),

wobei A = Mg;(f) die Darstellungsmatrix bzgl. irgendeiner Basis By
von V ist.

LDolAU:/\JAcdrMJ /f"‘/““ia*ﬁf y
M&' ) = TAT™ met 7=7§ i

dot (R) = ot (T) oot (A) et CT7) 4
~ OACA) . AT
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.22, vgl. Lemma 23.8

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter seien f, g € End(f).

Q det(af) = a"det(f) fir alle o € K.
Ardomar ph wrmug

~——
@ det(f) # 0 < f ist invertierbar < Rang(f) = n < Jede
Darstellungsmatrix von f ist invertierbar.

() det(id\/) =1.
Q det(f o g) = det(f) det(g).
Q det(f~1) = 1/det(f), falls f invertierbar ist.

Q det(f*) = det(f) fiir die zu f duale Abbildung f* € End(V*).
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Geordneter Korper
m{l{,mﬁ ) awchegnim ) Nawsvhy
Definition 23.23
Es sei (K, +, ) ein Korper und < eine Totalo/rd\r{J-rTg auf K.
@ Der Korper heillt geordnet, wenn fiir o, 3,7 € K gilt:
a<pf = a+y<B+y Wf‘
(na Des Budare ‘e p = o-feo Wa &,
D Totatordmung st a0 dwotn o Blomade €O
Aouts At mmb.

a>0und >0 = a«a-52=0 \,,,.15._-

3
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Geordneter Korper

Definition 23.23
Es sei (K, +, ) ein Korper und < eine Totalordnung auf K.
@ o € K heillt nichtnegativ, wenn o > 0 ist.

© « € K heillt positiv, wenn « > 0 und « # 0 ist.
Q@ o € K heilt nichtpositiv, wenn o < 0 ist.

@ « € K heilt negativ, wenn o < 0 und o # 0 ist.
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24
Es sei (K, +,-) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper.

Oa/O & —a<0 wqleeln rele Elpweck 30 18 <0

a<Budy<d = a+y<B+46
Beweis. @ 0?0 = 0= o<(n)> O—%[—ﬂc)
—L LO = Oz —oxn LO +xt =2
) . ~
ech 2 ET ] L g pes
(55 = pey < pe8
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24

Es sei (K, +,-) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper.
a<pfundy>20 = ay<By
a<pfundy<0 = [By<ay

Beweis. 3 el = f-x20 = (-ody 70
- Ry "oy 20 7 apf
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24

Es sei (K, +,-) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper.
©a’>0
Q@a#0 = o®>>0

Beweis. @ > 20 =3 o(,z-; o-o¢ 20
D = al=(w). () 3D

© I muilft&kfl‘a;
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24

Es sei (K, +,-) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper.
@a>0 = 1>0
Q@p/f>a>0 = %>%>0

Beweis. (@ 20 | aled 20 wed dawdt wubhpl iuvertapr-
-\ = 1 <0 kw\]'
oL T
[(!‘ O, dauu /(:—ocfl LD

a@“m/t /t/l>owqm@ b Ao O3 oo,

' f;)o( lewol OO0, mehplitadre mit ,470 wj@

9)47%@(’/&\0\ ?Ljor o m”LoL?o

y)i7»# Lol ’V!Z)O,
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Rechenregeln in geordneten Korpern

Lemma 23.24
Es sei (K, +,-) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper.

@ n1l >0 fir alle n € N, insbesondere hat K notwendig char(K) = 0.

Beweis. ® =— 120
= A 44 244D > O

- NADO0 fuen

D, such ¥ n A %0 FNEN  wsbeodudee * Clrar (X120,

(
E\AOU,[JI/—«L Ké}pl)‘ lcornnen it Mw(‘d.l/\z/f' weAen .
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Geordneter Korper

Beispiel 23.25
@ @ mit oo Dol TIoklonrdlnn

ot el
Worpes, Dwege Wb lLewcu ol Liw / 7

S

LA

0 P mdd odor Tolhuw 1Ofeldrol WAJ < 1 g,
Wotpor.  Auch dus wot A e a5 /

Q@ L cid mit letlver /om\@roeuon e
@wvwwckr Worpe~, (2. —4 b 2w ©

Geartneie Kolper Ldelte 2 Comdrphe,
LA Vo Q.
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Orientierungstreuer Endamorphismus
L

Definition 23.26

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum {iber dem geordneten
Korper K. Ein Automorphismus f € Aut(V) heifit

e orientierungstreu im Fall det(f) > 0 und

@ orientierungsuntreu im Fall det(f) < 0.
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Orientierungstreuer Emdomorphismus
Pucko

Beispiel 23£V Dereh =35\ (e, oy @5

AT(3 ) Bél(—l )

2 -1 3 2\3 -1
Ak CA) = L Ak (R) =2
fa
— %
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Gleichorientierte Basen

Definition 23.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Korper K.

@ Zwei Basen By und EV heilen gleich orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T;V die Bedingung det(T) > 0 erfiillt.
v

@ Zwei Basen By, und EV heilen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = ’TgBV die Bedingung det(T) < 0 erfiillt.
v
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Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation

Lemma 23.29
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iliber dem geordneten
Korper K.

Gleichorientierung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen
von V.

T dae(W=nz4 gt & gtvau 2wey
Raudipdos 2 Llarn, Jos. o llone hait
L8 O‘duﬁﬂ:w v W g henut e e
(it (U | ol o8, g, &‘w‘nhﬁw,
s O”Whg%‘w SrorA ko (2,0, )
cu ) ok eds JLrtoclegh
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung an §20

o Bei Darstellungsmatrizen A = Mg&(f) von f € End(V) wahlen
wir beide Basen gleich. Womregs  Gof WD dergestilt choel BA

@ Ist U ein f-invarianter Unterraum und wahlen wir Jlo s

By = (vi,..., Vi, Vk+1, .., Vn), dann gilt
ST T v kK n-ke
Rocie v UL Barr ould -
#* ke
=L@l By (£) —
V u MBV(f) O x W
@ Ist zusatzlich auch W ein f-invarianter Unterraum, dann gilt
¥ 0 Jly =l
BV (f) = §lo)ell
Mey()=10] #
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung an §20
e f € End(V) heilt diagonalisierbar, wenn

Ry .
V=Ui® - & U, MR\/ (£H= S,

gilt mit lauter eindimensionalenf~invarianten Unterrdumen.
c=) Ec QM A &—"L‘L (V" V% V Cue, E(\ﬁﬁl/tl)c[cmnd,f_

@ Die eindimensionalen, f-invarianten Unterraume werden durch
Eigenvektoren aufgespannt: U; = (v;).

=0

@ v; heilt Eigenvektor zum Eigenwert )\; € K von f, wenn gilt:

) = N
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Paarweise verschiedene Eigenwerte

Satz 24.1 lesny,
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V).
Q@ Sind (vi,...,vk) EV von f zu paarweise verschiedenen EW

AL, ..., Ak € K, dann ist (v1,..., vk) linear unabhangig.
@ f hat hochstens dim( V) viele paarweise verschiedene Eigenwerte:
Beweis. @ Tndalhon node €ho, k=0 v le=
(vy) st (Caes Mbb@mgté o Y 20, Bt §ettan
My o~ Mg porensece venchrdoleus EW wmd BV vy . Ve .

gV o € DV = g View = O k)
=3 f(oVy = € ML+ 0 Vem) = 0ogh V£ - S =0
Y/
S(&b‘}(‘g l’lL@\e_ ’\k_e(_- ("k) : Oy A‘ceL lee

D= O&A(}\ﬂ?—xkeL) V, ¢ --- % (oék Gx,‘~§,‘ﬂ) v € N‘LQ\.‘Q()L;\VMI
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Paarweise verschiedene Eigenwerte

honwedciavoe Red. s Dubgeval&wrbelent-
Folgerung 24.2

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € No.

Besitzt f € End(V) n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f
diagonalisierbar.

Beweis. )%L”Wk'm LS. vesceeclece. LI

wmet BY Vi~V = (\lflr,q\r_.,\_) tet ey u,uabl/db\ﬁ\%/
A, (V- 4y bolded eda Eans vou N e lauder

S RPAS I d@yom[cmmw ( Lt 202¢) .
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Paarweise verschiedene Eigenwerte
Spigllueg an e Adroe

Beispiel 24.3
cos?(a) — sin?(a) 2cos(a) sin( _'A-G?‘// X0
[ 2cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a )] ?
C.Of(ﬂ@) f(Vl) :le
A'AVV/L:/AV &’()A(oc,)):(‘/a\//l 1
f(V2) :"UZ
~ S () !
i/ir"z = ( C,O&'Coc)) NG &=y, vs)
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Berechnung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

f(v)=2Av
=7 —f(v) +Av =0
= (Aay=4 Jv) =0

0
V et cdto BV 2un &I A
= \fé%, KW(A‘H\J‘T‘V—)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

Ak

Ax = Ax
=1 Ax—Ax=0D

= (A.JT—'/AC)X = O

(=) XxXE KUU{A:I—A')

x 2O et odeo BV 2w EV),
=1 04 x€llena(ATA)

20 EL) \ell &t alco
Ko (AT=A) paelr ale 30
tdeo ATA uet duh,gu[a\r,f,
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Invertierbarkeitskriterien

Lemma 24.% &
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V).
© f ist injektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.

@ Ist V endlich-dimensional, dann gilt sogar:
f ist bijektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.

Lemma 24.5
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

A ist reguldr < 0 ist kein Eigenwert von A.
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Eigenraum, geometrische Vielfachheit

Definition 24.6
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Q Ist f € End(V) und X € K, dann heiRen

Eig(f,\) ={ve V|f(v)=Av} und pn&°(f,\) = dim(Eig(f,\))
> Ko (\idy-4 )

der Eigenraum von f zu X bzw. die geometrische Vielfachheit
von .

Q Ist Ac K™ und \ € K, dann heifit

Eig(A,\) ={ve V|Av=Av} und u8°(A \) =dim(Eig(A,\))
~ U LAT—A)
der Eigenraum von A zu \ bzw. die geometrische Vielfachheit
von A.
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Eigenschaften von Eigenrdaumen von Endomorphismen

Lemma 24.7
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K, f € End(V) sowie A € K.
@ Eig(f, \) ist ein Unterraum von V.

@ Eig(f,\) 5{0} < )\ ist ein Eigenwert von f.

@ Eig(f,\) \ {0} ist die Menge der zu X\ gehdrenden Eigenvektoren
von f.

Q Eig(f,\) = Kern(\idy — ).

@ Ist A1 # g, dann gilt Eig(f, A1) N Eig(f, A2) = {0}.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 06 24 / 28



Eigenschaften von Eigenrdaumen von Matrizen

Lemma 24.8
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ng sowie A € K.
Q Eig(A, ) ist ein Unterraum von V.

R
@ Eig(A,\) # {0} & X ist ein Eigenwert von A.

© Eig(A,\) \ {0} ist die Menge der zu \ gehdrenden Eigenvektoren
von A.

Q Eig(A,\) = Kern(A 1 — A).

@ Ist A1 # A, dann gilt Eig(A, A1) N Eig(A, \2) = {0}.
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Projektoren sind diagonalisierbar Do P= P=2dto P
( Cclempokat )
Lemma 24.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter sei P € End(V) ein Projektor und r := Rang(P).

© V = Kern(P) @ Bild(P). - Henge der €L von P
@ Fiir die Eigenwerte von P gilt A(P) € {0,1}.

Beweis. @ doQD= diven (B (P)) + Aoy (ke (M) .
nocia it —Sock Jur lwasee  Abbs (e
Bs s Ve Ken(P)o &LL(P) | cdeo v="Tlx) Lur ean eV,
Aupodtees PV) 0. = ~= P = P(w) = Plv) =0
~ Sah A7) V= Ko (P1 @ it (7))
&) Eu &l vi0 duv BY vou P 2 AEKL.
DOvY = Av uedd PV) = ROV s?(/\v>°§gv)
Z—~\ = ) =0 = A= =Av
o A=\ = A=A 2 Al =0 gdi\)\(g(‘
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Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter sei P € End(V/) ein Projektor und r := Rang(P).

© Jedes v € Bild(P) \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Es gilt u8°(f,1) = r = Rang(P) = dim(Bild(P)).

© Jedes v € Kern(P) \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.
Es gilt u8°(f,0) = n — r = Defekt(P) = dim(Kern(P)).

Beweis.
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Projektoren sind diagonalisierbar

Lemma 24.9
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Weiter sei P € End(V/) ein Projektor und r := Rang(P).
© Wahlen wir eine Basis als By = (v1,..., Vs, Vrt1, ..., Vo), dann hat
e

A= Mgg(P) die Diagonalgestalt hm@) Ken (P)

1

1 < r-te Zeile
0 +—(r+ 1)-te Zeile

\O

Beweis.
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