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Vorschau

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V liber dem
Korper K mit dim(V) = n € Np.

Die Determinante ist eine MaRzahl fiir Endomorphismen f € End(V).

@ Wir definieren Determinantenformen auf V" =V x --- x V.
@ Wir definieren die Determinante fir Matrizen in K™*".

o Wir iibertragen den Begriff der Determinante mit Hilfe von
Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen f € End(V).
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Determinantenform

Definition 23.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € No.

Eine Abbildung
A: V'S (vi,...,vp) = A(va, ..., v) €K

heit eine Determinantenform auf V", wenn folgende Eigenschaften
gelten:

@ A ist eine n-lineare Form auf V.
@ A ist alternierend.

© A ist nicht die Nullform.
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Bedeutung der alternierenden Eigenschaft

Lemma 23.2
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.

Dann sind 3quivalent:
@ T ist alternierend.
@ Wenn (v1,...,Vv,) linear abhangig ist, dann gilt T(vy,...,v,) =0.

Beweis.
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Gestalt von Determinantenformen

Lemma 23.3

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (by,. .., by).

Ist A eine Determinantenform auf V", dann gilt:

A(Vl, noog V,,) = (Z (sgn O‘) ta(l),l cee ta(n),n) A(bl, naag b,,)

og€ES,

fur alle (vi,...,vy) € V", wobei T die durch

n
vi=>_tib
i=1

eindeutig definierte Matrix ist.
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Gestalt von Determinantenformen

Lemma 23.3
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (by,. .., by).

Ist A eine Determinantenform auf V", dann gilt:

A(Vlv o0y Vn) = (Z (Sgn O') ta(l),l T ta(n),n) A(bl, coog bn)

og€ES,

Beweis.
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Determinantenformen erkennen Basen

Folgerung 23.4
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.

Ist A eine Determinantenform auf V", dann sind dquivalent:
QO A(vi,...,vn) #0.

@ (vi,...,Vy) ist eine Basis von V.
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Existenz von Determinantenformen

Satz 23.5
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (by,. .., by).

Zu jedem « € K \ {0} gibt es genau eine Determinantenform auf V"
mit der Eigenschaft A(by, ..., b,) = «, und zwar

A(Vl, noog V,,) = (Z (sgn O‘) ta(l),l ce e ta(n),n) A(bl, naag b,,),

og€ES,

wobei T die durch v; = "7, t;; b; eindeutig definierte Matrix ist.
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Determinante einer Matrix

Es sei V = K" iiber dem Korper K mit Basis (e1,...,e,), n € Np.

n
A= [al a,,] mit a; = Za,-je,-.
i=1
Fiir eine Determinantenform A gilt dann

A ):(Z )A(el,...,en).

Definition 23.6

Die Determinante von A € K™" ist

det(A) == Z (sgn o) ap(1),1 " " Ao(n),n
o€ES,
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Determinante einer Matrix

Beispiel 23.7
Q Im Fall n=1 gilt fir A= (a)

@ Im Fall n =2 gilt

det(A) = det (‘9” "’12> =

a1 a2
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Determinante einer Matrix

Beispiel 23.7
© Im Fall n =3 gilt

a a a
11 €12 €13 a11 a22 @33 + az1a32ad13 + a31312 a3
det | ap1 ax» ax3

— a31ax»p a3 — ax aipasy — a1 adxa
a1 a;  an 31 @22 313 21 @12 433 11 @32 @23
Regel von Sarrus

ai1 412 ai3
dp1 a2 a3
a3l a3z ass
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8
Es sei K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Np.

© det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (ae1, ..., den) von A.

@ det(aA) = o det(A) fir alle o € K.

© det(A) # 0 < A ist regular & Rang(A) = n
< (o1, - - -, den) ist linear unabhangig.

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8

Es sei K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Np.
Q det(/) =1.
Q det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8

Es sei K ein Korper und A, B € K™ fiir n € Np.
Q det(A™1) = 1/det(A), falls A invertierbar ist.
Q@ det(AT) = det(A).

Beweis.
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Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante

Lemma 23.9
Es sei K ein Kérper und A,Ee K™ fiir n € Np.
Sind A und A shnlich, dann gilt det(A) = det(/a).

Beweis.
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Determinante einer Dreiecksmatrix

Lemma 23.10
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

@ Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt
det(A) = a11 - - ann.
@ Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also
_ | A1 O _ | A1 A2
A= [An A22:| bzw. A= [ 0 Azz]’

dann gilt
det(A) = det(A11) det(Az).

Beweis. Ubung
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ |

Fir D == a gilt det(D) =
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ Il

Fir S = a 1 gilt det(S) =
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ Il

Fur T =
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 23.11

Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix iiber Zs:

0 0 2
1 30
3 4 2
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Streichungsmatrix

Definition 23.12
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.
© Die Streichungsmatrix von A bzgl. (i) ist

[ @11 ——a1;1 ajjr1 ——— 3i,n |
di—1,1 aj—1,j-1 ai—1,j+1 dj—1,n
(A)i4j =
b .l
Aj+1,1 — di+1,-1 @i+l +1 dit+1,n
L anl —— dnj—-1 apj+1 —— dn,n
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Minor

Definition 23.12

Es sei K ein Kérper und A € K™ fiir n € Np.

@ Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des
Index (i, ) ist die Determinante der zugehdrigen

Streichungsmatrix, also

a1

Al = det | 2712

dan,1

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)
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a1,j—1 alj+1 — din
dj—1,j—1 4dj—1,j+1 di—1,n
di+1,j—1  di+1,j+1 — di+l,n

anj—1 dnj+1 —— dn,n
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Definition 23.12
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

© Die Grole o
3 = (-1 Al

heilt der Kofaktor der Matrix A bzgl. des Index (i, ).

Die Matrix cof(A) = (aj)1<ij<n heilt die Kofaktormatrix von A.

@ Die Adjunkte von A oder die zu A komplementdre Matrix ist die
Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) = cof(A)T.
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Alternative Definition der Kofaktoren

Lemma 23.13
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

a1 ——ayj-1 0 a1jy1———a1n
aj—11——ai-1j-1 0 aj—1j41——ai-1n
gj=det| aj1———ajj-1 1 ajjy1—ain |+iteZeile
ait1,1 aiyr1j-1 0 aiy1j1 dit+1,n
dan,1 anj—1 0 dpnj+1 —— dn,n
1j-te Spalte
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Kofaktormatrix und Adjunkite

Beispiel 23.14

Was sind die Kofaktoren der Matrix A = [1 .

2x27
3 4]€R !
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Bedeutung der Adjunkten

Lemma 23.15
Es sei K ein Korper und A € K"™<" fiir n € Np.
Dann gilt

adj(A) A= A adj(A) = det(A) /.
Beweis.
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Entwicklungssatz von Laplace

Satz 23.17
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Dan gillt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n

det(A) = Z(—l)iH ajj [Aljj

j=1
Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = Z(—l)iﬂ' ajj [Aljj

i=1
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Entwicklungssatz von Laplace

Beispiel 23.18
Wir entwickeln die Determinante von
-2 2 3
A=[-1 1 1] eQ®3
—4 0

nach der zweiten Spalte:
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Cramersche Regel

Satz 23.19
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Ist A invertierbar und b € K", dann gilt fiir die Lésung von Ax = b:

. det(a.l, ooy ei—1, D, Aeit1y .-y a.,,)

P = f .:1’..., .
X det(A) ur 1 n
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Cramersche Regel

Beispiel 23.20
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b liber Q mit
-2 2 3 1
A=1[-1 11 und b= 12
-4 0 1 0
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