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Vorschau

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V liber dem
Korper K mit dim(V/) :@6 Np.

Die Determinante ist eine MaRzahl fiir Endomorphismen f € End(V).

@ Wir definieren Determinantenformen auf \@: Vx-..xV.
@ Wir definieren die Determinante fir Matrizen in K",

@ Wir iibertragen den Begriff der Determinante mit Hilfe von
Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen f € End(V).
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Determinantenform

Definition 23.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V/) :@ Np.

Eine Abbildung
A: V'S (vi,...,vp) = A(va, ..., vp) €K

heilt eine Determinantenform auf@, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

@ A ist eine n-lineare Form auf V.

@ A ist alternierend. ((wrdesomtere W(ymk«wd«)

@ A ist nicht die Nullform.

B Lo |G B o - e Tukdor
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Bedeutung der alternierenden Eigenschaft

Lemma 23.2
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.
Dann sind &quivalent: fur Te Ty O (V) ¥ Medt (V- xViK)

@ T ist alternierend.

@ Wenn (vq,...,Vv,) linear abhangig ist, dann gilt T(vy,...,v,) =0.

Beweis. %a@ (V,“,_WVM)“M-QAJ' &lo’/lamﬁ\.\lﬁ , donu %lf(}ﬂ (L@‘umffg.?)

ves L oGV oBtA Tad.
’J—fl

J-‘\*b w
T-(V'l\'ﬂ I/L.) = [ ( J%’ (X/Vl/‘ » VL) ""’,V\A) =

J?;z i M_, ) =o.
Q@ = @D: (g ) 'MC:(: Suser  col \NUdhonde, =0 (Npv ) ok
Aoy ab\/w_w@uﬁ  also TV ) =0 Ak, T alfondied,
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Gestalt von Determinantenformen

Lemma 23.3 (nems )
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (by,. .., by).

Ist A eine Determinantenform auf V", dann gilt:
x4

———

A(Vl, s00g V,,) = (Z (sgn O‘) ta(l),l ooc ta(n),n A(bl, s00g b,,)
og€ES, . ) Norm @y
Pourphoem Vo L4, - “f
fur alle (vi,...,vn) € V", wobei T die durch
n Spallewtsete Uooliuadza
\/J':Zt,'jb,' \’17“‘\/1"’-\/“ b%(: AU~
i=1 Bovww (b, -5 )

eindeutig definierte Matrix ist.
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Gestalt von Determinantenformen

Lemma 23.3

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (by,

ooy bp).
Ist A eine Determinantenform auf V", dann gilt:

A(v, .

009 Vn) = (Z (Sgn U) ta(l),l T ta(n),n) A(bl, ) bn)
og€ES,

W n n
o) = D P '6‘;14 b; tes by oo L. b)
Beweis, 1 ) (Cf( ) g 32 Uh) % cin O

= Z b (b, Zhe by, ) = on
G=\ =\
no " “ }
= Z,-.Z t‘\"t'f ---ét:«h'\z A(bﬁ Y ~1 biu\ n SM'*&,
G ERSIVTIN ™ IS (L voccl«u‘dcq.}
= %ﬂ {:a‘(A)(\ ’"’%@,m A(bsty -+ beg,

cQS&VL G) b(,b,[\.—, (5‘_\_ >
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Determinantenformen erkennen Basen

Folgerung 23.4
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und dim(V) = n € Np.

Ist A eine Determinantenform auf V", dann sind dquivalent:
QO A(vi,...,vn) #0.

@ (vi,...,Vy) ist eine Basis von V.
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Existenz von Determinantenformen

Satz 23.5

Es sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K mit Basis (b, .. ., by).

Zu jedem o € K \ {0} gibt es genau eine Determinantenform auf V"

mit der Eigenschaft A(by, ..., b,) = «, und zwar ~ M-Mabl« wu oo

me

A(vi,...,vp) = sgno) t, cotoemon | A(b1, -, bp),
() =| (2 (581 0) toy 1+ ooy ) Albr, - )

og€ES,

=<0 Norm grucp
wobei T die durch v; = >"7 ; tj; b; eindeutig defin’%rte Matrix ist.

LZC!:?M b‘?"w
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Determinante einer Matrix

Es sei V = K" iiber dem Korper K mit Basis (e1,...,ep), n € Np.

n
A= [al a,,] mit a; = Za,-je,-.
i=1
Fiir eine Determinantenform A gilt dann

&""-"}9&"’ )= (Z @6”“5 Oty 4 ™ Ob-m,n) Mﬂ)‘

e b o€ LR =~ <
Dedmutante nameYt L
Definition 23.6
Die Determinante von A € K<™ ist Lecbnct ~
det(A) = Z (sgno) d5(1),1 " " 9Ag(n),n
og€S,
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Determinante einer Matrix

Beispiel 23.7
Q Im Fall n =1 gilt fir A= (a)

s (A) = o

@ Im Fall n =2 gilt

.%
det(A) = det (311 12> =T Q2. — Q2 Ay

a1 — dz2 &
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Determinante einer Matrix

Beispiel 23.7
© Im Fall n =3 gilt

dil1 d12 413
det | ap1 ax» ax3 | =

a1 asx ass
Regel von Sarrus N0~ QCLN B~ Ho 2z
ant an 6313520;“ Gz
821\322>(323 02\ Ry
331433 3337 _\d 1,4 \txm

a11 a22 @33 + az1a32ad13 + a31312 a3

— d31a224d13 — d214d124d33 — 411432423
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8
Es sei K ein Korper und A, B € K™" fiir n € Np.

© det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (2e1, - - ., den) von A.

@ det(aA) = a" det(A) fir alle o € K.
© det(A) # 0 < A ist regular & Rang(A) = n
< (o1, - - -, den) ist linear unabhangig.
Beweis. @ Sehe Buse, Vo &k 225
@ bt o o Halhloeentat

@) df (A) O = (i, &) ouar weabh, (Bl 220¢)
=7 Roug (Ad=n ( Ser 4812 )
<=9 At t(d‘w[&&‘ ( &k 4@\‘{0)
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Eigenschaften der Determinante

T=(&;)
Lemma 23.8
Es sei K ein Korper und A, B € K™" fiir n € Np.
Q det(/) =1.

Q det(AB) = det(A) det(B).
Beweis. ® deb(r) = 0—%9 o o) &G‘(M,l .- 0‘(1.\; 5
= @) £~1 =1. =0
© A%0, sowsd &t det (F;B) &Lf(fo) et (B Lion,
Ay (et «w A <o =
/A(?)NE—AWI?A"—' Ab,,(:r I Attt molbhlives W#’d&&
&W%A v &, cllrueead ok niut o Nl
(boa\~.b. Y b otet (AR) cit ciu Detfirie o (KD /
wuw we \(bex, - b en) ko dlet (A) oot (8). 1@; aﬂé
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8

Es sei K ein Korper und A, B € K™ fiir n € Np.
Q det(A™1) = 1/det(A), falls A invertierbar ist.
Q det(AT) = det(A).

Beweis. @ A= det (F) = oed (AA™) = olef (A) deH(A™)
@ s Ledbn@@~ e, Lwla Sealpt
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Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante

Lemma 23.9
Es sei K ein Korper und A, A € K™ fiir n € No.
Sind A und A 3hnlich, dann gilt det(A) = det(Z).

Beweis. A\ =T AT
Aok (R) = ok (T) otk (A) ded (T
Y
~ dck(A). =
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Determinante einer Dreiecksmatrix

Lemma 23.10
Es sei K ein Korper und A € K"™<" fiir n € Np.
@ Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt
det(A) = a11 - - ann.

@ Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also
_ | A1 O _ | A1 A2
A_[A21A22:| bzw. A—[ 0 Azz]’

dann gilt
det(A) = det(A11) det(Az).

Beweis. Ubung
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

s Spaleudptochoume.
Typ | (nur fuc wdudie 2 ¢F)
o _

Fir D = a gilt det(D) = ¢

\ fTolca'/té
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ |l

Fir S = a 1 gilt det(S) = 4
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ Il L° | !
_1\ i}
1
L — 0 1
1
Fir T = \ gilt det(7T) = ~1
1
1 — 1 0
N
L 1_

et T = 2 gTIND! to‘(A)_,(M'é'o‘[k)y( < g Tley))-aa.nq
VS =1
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Bringe olue Hotwe oy BF (ole )
Beispiel 23.11

Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix iibg

002 20 @ 2 o
= < 0]
S EEN N

def (4) = (1) 0 =0

Sorrus b ded (41=0 10 2~ [ +0+0] = O
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Streichungsmatrix

Definition 23.12

Es sei K ein Korper und A € K"*" fiir n € Np.

© Die Streichungsmatrix von A bzgl. (i,j) ist

[ a11 aj—1 2 aiji1 ain
| = |
/
di—1,1 aj—1,j—1 —48j—1,j+1 dj—1,n
(Atiti = | s rrrmm s g ~
ai+1,1 Ajt+1,j—1« Ai+1j+1 — i+l
/
—
| an1 anj-1 ~_anj+1 ann |
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Minor [/ Uuderdedouul uaute

Definition 23.12

Es sei K ein Kérper und A € K™ fiir n € Np.

@ Der Minor oder diemvon A bzgl. des
Index (i, ) ist die Determinante der Zugehorigen
Streichungsmatrix, also

[A],‘j = det

olet ((A)ecis)

a1

Bod,

-

11—

dan,1
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arj-1 7, aj+1 —— ain
A Y
<] |
j—1,j-1 “ai-1,j+1 di—Ln |~
aj+1,j-1 i+1j+1 —— di+1,n
]
anj—1 : dnj+1 — dn,n
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Definition 23.12
Es sei K ein Korper und A € K" fiir n € Np.

© Die Groke  Uvdlelonactua,
3= DA mck Virsedige
heilt der Kofaktor der Matrix A bzgl. des Index (i, ).

Die Matrix cof(A) = (aj)1<ij<n heilt die_Kofaktormatrix von A.

@ Die Adjunkte von A oder die zu A komplementdre Matrix ist die
Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) = cof(A)T.
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Alternative Definition der Kofaktoren ol _ &/VOL%%

Lemma 23.13
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

a1 ——ayj-1 0 a1jy1———a1n
aj—11——ai—1j-1 0 aj—1j41 ——ai-1n
gj=det| aj1——ajj-1 1 ajjy1—ain |+iteZeile
ait1,1 air1j-1 0 aiy1j1 djt+1,n
dnl —— dnj-1 0 dpnj+1 ——— dn,n
1j-te Spalte
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Kofaktormatrix und Adjunkite

Beispiel 23.14

Was sind die Kofaktoren der Matrix A = [1 .

Ko 24(35) =3 cefcm:[; Nf]

&, = det (G L) =- i~ [:1( :(z]

B, = deb(37) = 4 Antime[2 ©
O -~

" 2
=2 [ ?
d
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Bedeutung der Adjunkten

Lemma 23.15
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

Dann gilt
adj(A) A= A adj(A) = det(A) I.

Beweis é_E = MJC/‘HA: .
Z lotj () 15 O = 2 &t %

Jﬁ-\
Z\ aJu c‘ld-(og,‘w_ a, J) Q.ier, ~-, a,w)
= (%.{'F(O\.,“,,,, Coe- Z &/k |/) [-C("'N—(Q.N/L)
N— SOk

10 | wewna e . _ ~
- g ddECA)‘ LN e =& W’%M’)A = detA) T
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Entwicklungssatz von Laplace
bdld ©ur oeh, Lk A I\fudia"ud«&ﬁL et
Satz 23.17
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Dan gillt:

- Nz tu duter ute.

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n

det(A) = Z(—l)iﬂ ajj [Aljj

j=1
Entwicklung nach der j-ten Spalte: =~ Nulleer (i M@M

n

det(A) = Z(—l)iﬂ ajj [Aljj

i=1
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Entwicklungssatz von Laplace

Beispiel 23.18
Wir entwickeln die Determinante von
€ -t -2 1213
— % = _ 3x3
-4 A=|-11|1|1]| e Q>
—4 lo\1

nach der zweiten Spalte: 5
ek (A) =) -2 Red (¢ 1) €40 4 olet (w f)
=~2@)x A4 10=K
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Cramersche Regel

=, et (CA]=xO
Satz 23.19

Es sei K ein Korper'und A € K™ fiir n € Np.

Ist A invertierbar und b € K", dann gilt fiir die Lésung von Ax = b:

. det(a.l, ooy ei—1, D, Aeit1y - -y a.,,)

P = f .:1’..., .
X det(A) ur 1 n
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Cramersche Regel

Beispiel 23.20
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b liber Q mit

-2 2 3 1
A=|-1 1 1 und b= |2
-4 0 1 = \o

AefHA) = Y %0
1 2 3
- 4 z ~ £
= 1 AR o =
X, = ((dd(_(; 2 1) =% U< ("(/lz)
y 2 2 . — 12
Ky = potef@( 4 5/ &
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