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Vorschau

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V über dem

Körper K mit dim(V ) = n 2 N0.

Die Determinante ist eine Maßzahl für Endomorphismen f 2 End(V ).

Wir definieren Determinantenformen auf V n = V ⇥ · · ·⇥ V .

Wir definieren die Determinante für Matrizen in K n⇥n
.

Wir übertragen den Begriff der Determinante mit Hilfe von

Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen f 2 End(V ).
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Determinantenform

Definition 23.1
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.

Eine Abbildung

� : V n 3 (v1, . . . , vn) 7! �(v1, . . . , vn) 2 K

heißt eine Determinantenform auf V n
, wenn folgende Eigenschaften

gelten:

1 � ist eine n-lineare Form auf V n
.

2 � ist alternierend.

3 � ist nicht die Nullform.
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Bedeutung der alternierenden Eigenschaft

Lemma 23.2
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.

Dann sind äquivalent:

1 T ist alternierend.

2 Wenn (v1, . . . , vn) linear abhängig ist, dann gilt T (v1, . . . , vn) = 0.

Beweis.
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Gestalt von Determinantenformen

Lemma 23.3
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn).

Ist � eine Determinantenform auf V n
, dann gilt:

�(v1, . . . , vn) =
⇣X

�2Sn

(sgn�) t�(1),1 · · · t�(n),n
⌘
�(b1, . . . , bn)

für alle (v1, . . . , vn) 2 V n
, wobei T die durch

vj =
nX

i=1

tij bi

eindeutig definierte Matrix ist.
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Gestalt von Determinantenformen

Lemma 23.3
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn).

Ist � eine Determinantenform auf V n
, dann gilt:

�(v1, . . . , vn) =
⇣X

�2Sn

(sgn�) t�(1),1 · · · t�(n),n
⌘
�(b1, . . . , bn).

Beweis.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 05 6 / 30

S
Eti bij --. tinbin)

- ----

N

~

Summ !
=O nur , wenn alle verschieden !

= traits boss,
--

, bosus)
= sgnar) -(bn

.
- , bu)



Determinantenformen erkennen Basen

Folgerung 23.4
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n 2 N0.

Ist � eine Determinantenform auf V n
, dann sind äquivalent:

1 �(v1, . . . , vn) 6= 0.

2 (v1, . . . , vn) ist eine Basis von V .
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Existenz von Determinantenformen

Satz 23.5
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn).

Zu jedem ↵ 2 K \ {0} gibt es genau eine Determinantenform auf V n

mit der Eigenschaft �(b1, . . . , bn) = ↵, und zwar

�(v1, . . . , vn) =
⇣X

�2Sn

(sgn�) t�(1),1 · · · t�(n),n
⌘
�(b1, . . . , bn),

wobei T die durch vj =
Pn

i=1 tij bi eindeutig definierte Matrix ist.
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Determinante einer Matrix

Es sei V = K n
über dem Körper K mit Basis (e1, . . . , en), n 2 N0.

A =
⇥
a1 · · · an

⇤
mit aj =

nX

i=1

aij ei .

Für eine Determinantenform � gilt dann

�( ) =
⇣X

�2Sn

⌘
�(e1, . . . , en).

Definition 23.6
Die Determinante von A 2 K n⇥n

ist

det(A) :=
X

�2Sn

(sgn�) a�(1),1 · · · a�(n),n
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Determinante einer Matrix

Beispiel 23.7
1 Im Fall n = 1 gilt für A = (a)

2 Im Fall n = 2 gilt

det(A) = det

✓
a11 a12
a21 a22

◆
=
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Determinante einer Matrix

Beispiel 23.7
3 Im Fall n = 3 gilt

det

0

@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

A =
a11 a22 a33 + a21 a32 a13 + a31 a12 a23

� a31 a22 a13 � a21 a12 a33 � a11 a32 a23

Regel von Sarrus

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8
Es sei K ein Körper und A,B 2 K n⇥n

für n 2 N0.

1 det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den

Spaltenvektoren (a•1, . . . , a•n) von A.

2 det(↵A) = ↵n det(A) für alle ↵ 2 K .

3 det(A) 6= 0 , A ist regulär , Rang(A) = n
, (a•1, . . . , a•n) ist linear unabhängig.

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8
Es sei K ein Körper und A,B 2 K n⇥n

für n 2 N0.

4 det(I ) = 1.

5 det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 23.8
Es sei K ein Körper und A,B 2 K n⇥n

für n 2 N0.

6 det(A�1) = 1/ det(A), falls A invertierbar ist.

7 det(AT) = det(A).

Beweis.
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Ähnliche Matrizen haben dieselbe Determinante

Lemma 23.9
Es sei K ein Körper und A, bA 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Sind A und bA ähnlich, dann gilt det(A) = det( bA).

Beweis.
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Determinante einer Dreiecksmatrix

Lemma 23.10
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

1 Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt

det(A) = a11 · · · ann.

2 Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also

A =
h
A11 0
A21 A22

i
bzw. A =

h
A11 A12

0 A22

i
,

dann gilt

det(A) = det(A11) det(A22).

Beweis. Übung
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ I

Für D :=

2

666666664

1

1

↵
1

1

3

777777775

gilt det(D) =
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ II

Für S :=

2

66664

1

↵ 1

1

3

77775
gilt det(S) =
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Determinante bei elementaren Zeilenoperationen

Typ III

Für T :=

2

666666666666666664

1

1

0 1

1

1

1 0

1

1

3

777777777777777775

gilt det(T ) =
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 23.11
Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix über Z5:

2

4
0 0 2

1 3 0

3 4 2

3

5
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I
det (A) = (-1) . 0 = 0

Sarrus : def (A) = 0 + 0 +3 - [3 +0 +0) = 0



Streichungsmatrix

Definition 23.12
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

1 Die Streichungsmatrix von A bzgl. (i , j) ist

(A) 6=i , 6=j :=

2

66666666664

a1,1 a1,j�1 a1,j+1 a1,n

ai�1,1 ai�1,j�1 ai�1,j+1 ai�1,n

ai+1,1 ai+1,j�1 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j�1 an,j+1 an,n

3

77777777775
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Minor

Definition 23.12
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

2 Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des

Index (i , j) ist die Determinante der zugehörigen

Streichungsmatrix, also

[A]ij := det

0

BBBBBBBB@

a1,1 a1,j�1 a1,j+1 a1,n

ai�1,1 ai�1,j�1 ai�1,j+1 ai�1,n
ai+1,1 ai+1,j�1 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j�1 an,j+1 an,n

1

CCCCCCCCA
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Definition 23.12
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

3 Die Größe

eaij := (�1)i+j [A]ij

heißt der Kofaktor der Matrix A bzgl. des Index (i , j).

Die Matrix cof(A) := (eaij)16i ,j6n heißt die Kofaktormatrix von A.

4 Die Adjunkte von A oder die zu A komplementäre Matrix ist die

Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) := cof(A)T.
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Alternative Definition der Kofaktoren

Lemma 23.13
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

eaij = det

0

BBBBBBBBBB@

a1,1 a1,j�1 0 a1,j+1 a1,n

ai�1,1 ai�1,j�1 0 ai�1,j+1 ai�1,n
ai ,1 ai ,j�1 1 ai ,j+1 ai ,n  i-te Zeile

ai+1,1 ai+1,j�1 0 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j�1 0 an,j+1 an,n
"j-te Spalte

1

CCCCCCCCCCA
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Kofaktormatrix und Adjunkite

Beispiel 23.14

Was sind die Kofaktoren der Matrix A =


1 2

3 4

�
2 R2⇥2

?
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an = det (3) = 4

a = det (35) =
-3

coSH) =EY]
u = det(i() = - 2 & adj(x) = [_5 2]
auz = det (39) = 1

A adjlAl= F-2 - )O
= def(A) I =-2[88]



Bedeutung der Adjunkten

Lemma 23.15
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Dann gilt

adj(A)A = A adj(A) = det(A) I .

Beweis.
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Entwicklungssatz von Laplace

Satz 23.17
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0. Dan gillt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A) =
nX

j=1

(�1)i+j aij [A]ij

Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det(A) =
nX

i=1

(�1)i+j aij [A]ij
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Entwicklungssatz von Laplace

Beispiel 23.18
Wir entwickeln die Determinante von

A =

0

@
�2 2 3

�1 1 1

�4 0 1

1

A 2 Q3⇥3

nach der zweiten Spalte:
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det (A) =71) - 2. det ( 1 ) +( +1)1 det [E)
= - 2.(3) + 1 . 10 = 4



Cramersche Regel

Satz 23.19
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Ist A invertierbar und b 2 K n
, dann gilt für die Lösung von Ax = b:

xi =
det(a•1, . . . , a•i�1, b, a•i+1, . . . , a•n)

det(A)
für i = 1, . . . , n.
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Cramersche Regel

Beispiel 23.20
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b über Q mit

A =

0

@
�2 2 3

�1 1 1

�4 0 1

1

A und b =

0

@
1

2

0

1

A
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