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Multilineare Abbildungen

Definition 22.18 (vgl. Definition 22.1)
Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny.

@ Eine Abbildung
f: V1><-"><VN—>W

heilt multilinear oder genauer N-linear, wenn fiir jedes i € [[1, N]
und alle fest gewahlten v; € V;, j € [1, N] \ {/i}, die Abbildung

Vi3 v — f(Vl,...,V,'_l, Vi, Vitl, - - .,VN) e w
linear ist.

@ Die Menge aller multilinearen Abbildungen Vi x --- x Vy — W
bezeichnen wir mit Mult(V4,. .., Vy; W).
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Multilineare Abbildungen

Definition 22.18 (vgl. Definition 22.1)
Es seien V4,..., Vy Vektorrdume iiber dem Korper K fiir N € N.

© Eine multilineare Abbildung in den Vektorraum W = K nennen wir
eine Multilinearform auf Vq x --- x V).

@ Die Menge aller Multilinearformen V4 x --- x Vjy — K bezeichnen
wir mit Mult(V4, ..., Vi) oder Mult( V4, ..., Vy; K).
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Die Falle N=0, N=1und N =2

Bemerkung 22.19

O N=0:
V1 X oo X VN
Q N=1:
Mult(V4; W) = Hom( V4, W)
O N=2:

Mu|t(\/1, Vo W) e B”(Vl, 2% W)
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Multilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum

Lemma 22.20 (vgl. Lemma 22.3)
Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny.

Dann ist Mult( V4, ..., Viy; W) ein Unterraum des Vektorraumes
WYV = [ Vg x o x Vy — W)

aller Abbildungen Vi x --- x Vy — W.
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Existenz und Eindeutigkeit multilinearer Abbildungen

Satz 22.21 (vgl. Satz 22.4)

Es seien V4,..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny.
Weiter seien

® (vk, )iel Basenvon Vi fir k=1,...,N

© (Wiy,.__in)(ir,...iv)€l xx 1y €ine Familie von Vektoren in W.

Dann gibt es genau eine multilineare Abbildung
f: V1><---XVN—>W
mit der Eigenschaft

f(Vil, R ViN) = Wiy,...iy fiir alle (i]_, 505y IN) - /1 X oo o X IN'
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Das Tensorprodukt Vi ® -+ - ® Vy

Definition 22.22 (vgl. Definition 22.7)

Es seien V4, ..., Vly Vektorraume iiber dem Kaorper K fiir N € Np.
Weiter seien (v, )i.cl, Basen von Vi fiir k =1,... N.

@ Der Vektorraum

N
V1®"'®VN:®VI'
- { i=1 T(i1,...,in) # 0 nur fiir endlich viele}

T:hx---xIly—K
! N (il,...,iN)Gllx-”X/N

heit ein Tensorproduktraum V) @ --- ® Vy.

@ Elemente von Vi ® --- ® Vjy heillen Tensoren der Stufe oder
Ordnung N.

Der Nullvektor in Vi ® --- ® V), also die Nullabbildung
T:h x---xIy— K, heift der Nulltensor.
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Das Tensorprodukt Vi ® -+ - ® Vy

Definition 22.22 (vgl. Definition 22.7)

Es seien V4,..., Vy Vektorrdume iiber dem Korper K fiir N € Np.
Weiter seien (v, )i.cl, Basen von Vi fir k =1,..., N.

© Die universelle multilineare Abbildung ist diejenige Abbildung
R:Vix-xWa(vi,...,vp) » i ®---Qvy EVI® @ Wy,
die durch die Bilder gemaR
Vi, @ &Q ViLiy

eindeutig definiert wird.
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Das Tensorprodukt Vi ® -+ - ® Vy

Definition 22.22 (vgl. Definition 22.7)

Es seien V4,..., Vy Vektorrdume iiber dem Korper K fiir N € Np.
Weiter seien (v, )i.cl, Basen von Vi fir k =1,..., N.

@ Das Paar (V41 ® -+ ® Viy, ®) oder auch <®,N:1 Vi, ®) heilt ein
Tensorprodukt von V4, ..., Vy.

© Wir nennen v; ® - - ® vy oder auch ®JN:1 v; das Tensorprodukt
der Vektoren v; € V4 usw. bis vy € V.

@ Elementevon Vi ® --- ® V) der Form vi ® -+ - ® vy mit

vi,...,vn # 0 heiBen Elementartensoren oder einfache
Tensoren.
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Der Rang eines Tensors

Jeder Tensor T € V; ® --- ® Vjy kann als Summe von
Elementartensoren geschrieben werden:

n
T=) vi)® - ® v
k=1

Definition
Es seien V4, ...,V Vektorrdume iiber dem Korper K fiir N € Ng und
(Vi ® --- ® Vy, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vy.

Der Rang eines Tensors T € V; ® -- - ® V) ist die minimale Anzahl von
Summanden, mit denen eine Darstellung dieser Form mdglich ist.

Fiir Tensoren der Stufe N > 3 ist die Bestimmung des Ranges eine
NP-vollstindige Aufgabe iiber endlichen Kérpern und eine NP-schwere
Aufgabe iiber den Kérpern Q, R und C.
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Die universelle multilineare Abbildung ®

Satz 22.23 (vgl. Satz 22.12)

Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume liber dem Korper K fiir N € Ny.
Weiter seien

® (vk, )il Basenvon Vi firk=1,...,N
o (Vi ®---® Vy,®) das zugehdrige Tensorprodukt.

@ Fiir jedes
g € Mult(Vh x -+ x V; W) gibt es Vi x Vy
ein eindeutig bestimmtes g
f € Hom(Vi ® --- ® Vy; W) mit der ®l
Eigenschaft g = f o ®. Vi@ ® Vy — w

@ Ist umgekehrt
f € Hom(Vi®---® Viy; W), dann ist
g ="fo® e Mult(Vy x---x Vy; W).
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Die Zuordnung g + f ist ein Vektorraumisomorphismus

Satz 22.24 (vgl. Satz 22.14)

Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny
und (V41 ® -+ ® Viy, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vy.

Dann ist die Abbildung
Mult(Vi x - x Vy; W) 3 g — f € Hom(V1 ® --- @ V; W)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Tensoren vom Typ (r, s) tUber einem Vektorraum

Definition 22.25

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und V* sein Dualraum.
Weiter seien (r,s) € Ng x No.

T/(V)=Ve VeV oV

Vv
r-mal s-mal

heilen Tensoren vom Typ (r,s) iiber dem Vektorraum V.
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Namenskonventionen

Bemerkung 22.26
Es gelte dim(V) = n € Np.

@ Vektoren einer Basis des , primalen” Raumes V:

@ Koordinaten von Vektoren in V bzgl. dieser Basis:

@ Covektoren der dualen Basis von V*:

@ Koordinaten von Covektoren in V* bzgl. dieser Basis:
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Komponentendarstellung

Jeder Tensor in 7/ (V) kann als Linearkombination
Tey Y N T e v edo o
=1 ir=1j1=1 Js=1
der elementaren Basistensoren dargestellt werden.
Die Koeffizienten TJ’llj's* heiBen die Komponenten des Tensors T.

Die Zuordnung

TA(V) 3 T Tk e (K")' s

ist ein Vektorraumisomorphismus.
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Interpretation von Tensoren

Tensorraume sind der natiirliche Definitionsraum multilinearer
Abbildungen

Mult(V x -+ x V x V¥ x .- x V¥ 1)
~“Hom(V®@- - @ VeV ® @ V* ) =Hom(T/(V), ).

Allerdings kdnnen auch die Elemente von 7/ (V) selbst bereits als
Abbildungen verstanden werden.
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Interpretation von Tensoren

Lemma 22.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
V* sein Dualraum. Weiter seien (r,s) € Ng x Np.

Dann bestehen folgende Isomorphismen:

Q Typ (0,0):

TE(V) = K = Hom({0}, K)
@ Typ (0,1):

T2(V) = V* = Hom(V, K)
@ Typ (1,0):

ToH(V) = V = Hom(V*, K)
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Interpretation von Tensoren

Lemma 22.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
V* sein Dualraum. Weiter seien (r,s) € Ng x Np.

Dann bestehen folgende Isomorphismen:
Q Typ (0,2):

TA(V) = V*® V* = Hom(V ® V, K) = Hom(V, V*)

© Typ (1,1):

THV) = V& V* = Hom(V* ® V,K) = Hom(V, V)

Q Typ (2,0):

TE(V) =V ® V = Hom(V* ® V*, K) = Hom(V*, V)
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Symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende Tensoren

Definition 22.29
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.

Ein Tensor T € 7y (V) = Mult(V* x --- x V* K) heilit ...

@ (total) symmetrisch, wenn fiir alle w!,...,w" € V* und jede
Permutation o € S, gilt:

T(w,...,w) = T(wD,. .. ")

Die Menge aller symmetrischen Tensoren in 75 (V) bezeichnen wir
mit 75 (V)sym-
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Symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende Tensoren

Definition 22.29
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.

Ein Tensor T € 7y (V) = Mult(V* x --- x V* K) heilit . ..

© (total) schiefsymmetrisch, wenn fiir alle w?,...,w" € V* und
jede Permutation o € S, gilt:

T(Q)l, Ce 7(,uf) — (sgn U) ','(Wtr(l)7 o 7Wzr(r)).

Die Menge aller schiefsymmetrischen Tensoren in 7 (V)
bezeichnen wir mit 75 (V)skew-
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Symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende Tensoren

Definition 22.29
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.

Ein Tensor T € 7y (V) = Mult(V* x --- x V* K) heilit ...

© alternierend, wenn fiir w!,...,w" € V* gilt:
ik=ijfireink#¢ = T(w',...,0")=0.

Die Menge aller alternierenden Tensoren in 7 (V') bezeichnen wir
mit 7y (V)al-
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Zusammenhang zw. schiefsymmetrisch und alternierend

Lemma 22.30
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.
Q Ist T € 75 (V) alternierend, dann ist T auch schiefsymmetrisch.

Beweis. Fall r = 0 und r = 1: Jeder Tensor ist alternierend und
schiefsymmetrisch.

Ab jetzt sei r > 2. Fiir jeden Tensor T € Ty (V) gilt:

T(w1+w1,w2+wa,. .. ,wr) = T(w1,wa, ... ,w,)+ T(W1,w2,...,w)

+ T(w1,w2,...,w,) + T(W1,w2,...,w,).
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Zusammenhang zw. schiefsymmetrisch und alternierend

Lemma 22.30
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.

@ Im Fall char(K) # 2 gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Fall r = 0 und r = 1: Jeder Tensor ist alternierend und
schiefsymmetrisch.

Ab jetzt sei r > 2. Fiir jeden Tensor T € 7, (V) gilt:

T(w+wi,w1+wi1,. . ,w,) = T(wr,wi, ... wr) + T(W1,w1, ... ,w))

+ T(w1, w01, wr) + T(W1,w1,...,w,).

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 23 /30


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Zusammenhang zw. schiefsymmetrisch und alternierend

Lemma 22.30
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.
@ Im Fall char(K) = 2 gilt 75 (V)sym = To (V)skew-
Q@ ImFall r=0und r =1 gilt
To (V)sym = Tg (V)skew = Tg (V)ale = Tg (V).

Beweis.
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(Schief-)Symmetrie von Tensoren und Komponenten

Lemma 22.31
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Basis (ei, ..., e,) und
dualer Basis (c?,...,c"). Weiter sei r € Np.

Dann sind aquivalent:
Q@ T €7y (V) ist symmetrisch.

@ Die Komponenten erfiillen Tir = Tlo@» o) fijr alle
1< i,...,i < nund alle Permutationen o € S,.

Weiter sind dquivalent:
Q T €Ty (V) ist schiefsymmetrisch.

@ Die Komponenten erfiillen T = (sgn o) T/t fiir alle
1< i,...,ir < nund alle Permutationen o € S,.
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(Schief-)symmetrische Tensoren bilden Unterraume

Lemma 22.32
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und r € Np.

Die Mengen der symmetrischen bzw. der schiefsymmetrischen Tensoren
To (V)sym bzw. 75 (V)skew bilden Unterrdume von 7 (V).
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Projektionen

Definition 22.33

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Ein Endomorphismus P € End(V) heifit eine Projektion oder ein
Projektor, wenn er idempotent ist, wenn also gilt:

PoP=P.
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Projektionen auf (schief-)symmetrische Tensoren

Satz 22.34
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und r € Np.
o
(V)5 T projgm(T) = = 3= o(T) € (V)
O'GSr
ist eine Projektion auf die symmetrischen Tensoren 7 (V)sym.
Q

TH(V) 3 T projuen(T) = - 3 (sgn0)o(T) € TH(V)

’ UGSr

ist eine Projektion auf die schiefsymm. Tensoren 7y (V)skew-
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Dimension des Unterraumes 7y (V) skew

Lemma 22.35
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K mit char(K) # 2 und
dim(V) = n € Ny. Weiter sei r € Np.

Dann gilt
nl

(T3 (V)aan) = (1) =
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Dimension des Unterraumes 7y"(V)skew

Folgerung

Es gibt — bis auf Skalierung —
@ nur einen einzigen schiefsymmetrischen Tensor in 7"(V)skew:
@ nur einen einzigen schiefsymmetrischen Tensor in 7,.9(V)skew.

@ nur eine einzige schiefsymmetrische Multilinearform
Vx---xV—=K.
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