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Multilineare Abbildungen

Definition 22.18 (vgl. Definition 22.1)

Es seien V4,..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K ﬁi

@ Eine Abbildung
f: V1><-"><VN—>W

heilt multilinear oder genauer N-linear, wenn fiir jedes i € [[1, N]
und alle fest gewahlten v; € V;, j € [1, N] \ {i}, die Abbildung

Vi3 v — f(Vl,...,V,'_l, Vi, Vitl, - - .,VN) e w
linear ist.

@ Die Menge aller multilinearen Abbildungen Vi x --- x Vy — W
bezeichnen wir mit Mult(V4,. .., Vy; W).
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Multilineare Abbildungen

Definition 22.18 (vgl. Definition 22.1)
Es seien V4,..., Vy Vektorrdaume iiber dem Kaorper K fiir N € Np.

© Eine multilineare Abbildung in den VektorraumZW = Kznennen wir
eine Multilinearform auf Vq x --- x V).

@ Die Menge aller Multilinearformen V4 x --- x Vjy — K bezeichnen
wir mit Mult(V4, ..., Vi) oder Mult( V4, ..., Vy; K).
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Die Falle N=0, N=1und N =2

Bemerkung 22.19

0 N = 0: {*&b{'ﬂw

X\rk X Wy :i( Yy X 1o} (Nubsacn)
L1 =0 et maliiowar (O~ Lbd,&/‘)

S Lio,uvx Ldlwha%m»m it devn Riblel. 5419,
o N=1 Mt (400) ) 10> = ()

Mult(V4; W) = Hom( V4, W)
A~ Ceartat (st Lugental,
QO N=2:
Mu|t(\/1, Vo; W) = B”(Vl, Vo W)
2 — Lowesitaet @ BUdeashR-

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 4 /30



Multilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum

Lemma 22.20 (vgl. Lemma 22.3)
Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny.

Dann ist Mult(V4, ..., Viy; W) ein Unterraum des Vektorraumes
WYV = [ Vg x o x Vy — W)

aller Abbildungen Vi x --- x Vy — W.
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Existenz und Eindeutigkeit multilinearer Abbildungen

Satz 22.21 (vgl. Satz 22.4)

Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny.
Weiter seien

® (vk, )iel, Basenvon Vi fir k=1,...,N

© (Wiy,.__in)(ir,...in)€l xx 1y €ine Familie von Vektoren in W.

Dann gibt es genau eine multilineare Abbildung
f: V1><---XVN—>W
mit der Eigenschaft

f(V,'l, oy ViN) = Wi17__,7iN fur a”e (il, 5oy IN) - /1 X oo X IN'
\_’_>/—‘
TopR 1o Boaieletprn. | Kook Prdoledet Locs Bocen

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 6 /30



Das Tensorprodukt Vi ® -+ - ® Vy

Definition 22.22 (vgl. Definition 22.7)

Es seien V4, ..., Vly Vektorraume iiber dem Kaorper K fiir N € Np.
Weiter seien (v, )i.cl, Basen von Vi fiir k =1,..., N.

@ Der Vektorraum

N
Vig---aVy=Q)V

D AN ;;1—> K 7.'(/'1, s in) # 0 nur fiir endlich viele
(Il,...,IN) €l x- - xly
A Uidggromon Vo
heilt ein Tensorproduktraum V; é%? 0 Wy

@ Elemente von Vi ® --- ® Vjy heillen Tensoren der Stufe oder
Ordnung N.

Der Nullvektor in Vi ® --- ® V), also die Nullabbildung
T:h x---xIy— K, heift der Nulltensor.
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Das Tensorprodukt Vi ® -+ - ® Vy

Definition 22.22 (vgl. Definition 22.7)

Es seien V4,..., Vy Vektorrdume iiber dem Kaorper K fiir N € N.
Weiter seien (v, )i.cl, Basen von Vi fiir k =1,..., N. vl e luean.

© Die universelle multilineare Abbildung ist diejenige Abbildung
Q: Vix---xVy> (Vl,...,VN)l—> VIR - Qvy EVI®- R Vy,
die durch die Bilder gemaR

V].,I']_ K- & VN,iN
C _

eindeutig definiert wird. (NS
4 ( &LJ:;?"Hr\IJ

<VAlﬁ,\© e @\YN\C,\) )(l‘m"—\ k) = é O Sowst

. I){ e x Ty Pe
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Das Tensorprodukt Vi ® -+ - ® Vy

Definition 22.22 (vgl. Definition 22.7)

Es seien V4,..., Vy Vektorrdume iiber dem Kaorper K fiir N € N.
Weiter seien (v, )i.cl, Basen von Vi fiir k =1,..., N.

@ Das Paar (V41 ® - - ® Viy, ®) oder auch <®,N:1 Vi, ®) heilt ein
Tensorprodukt von V4, ..., Vy.

© Wir nennen v; ® - - ® vy oder auch ®JN:1 v; das Tensorprodukt
der Vektoren v; € V4 usw. bis vy € V.

@ Elemente von Vi ® --- ® V) der Form vi ® -+ - ® vy mit

vi,...,vn # 0 heiBen Elementartensoren oder einfache
Tensoren.
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Der Rang eines Tensors

Jeder Tensor T € V; ® --- ® Vjy kann als Summe von
Elementartensoren geschrieben werden:

S\, ey, beldby, wiht
g MLT}U&M)!QL%‘}
T:ZVLk@"'@VN,k- e oy Y
k=1 |27, VN \f,t 1--1 YN
Definition
Es seien V4, ...,V Vektorrdume iiber dem Korper K fiir N € Ng und

(Vi ® --- ® Vy, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vy.

Der Rang eines Tensors T € V; ® -- - ® V) ist die minimale Anzahl von
Summanden, mit denen eine Darstellung dieser Form mdglich ist.

Fiir Tensoren der Stufe N > 3 ist die Bestimmung des Ranges eine
NP-vollstindige Aufgabe iiber endlichen Kérpern und eine NP-schwere
Aufgabe iiber den Kérpern Q, R und C.
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Die universelle multilineare Abbildung ®

Satz 22.23 (vgl. Satz 22.12)

Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume liber dem Korper K fiir N € Nj.
Weiter seien

® (vk, )il Basenvon Vi fir k=1,...,N
o (V1 ®-- - ® Vy,®) das zugehdrige Tensorprodukts

@ Fiir jedes
g € Mult(Vh x -+ x V; W) gibt es Vi x - x Vy
ein eindeutig bestimmtes g
f € Hom(Vi ® --- ® Vy; W) mit der ®l
Eigenschaftig = f o &I Viw---® Wy — w

g V) = L (U@ -~ )

@ Ist umgekehrt
f € Hom(Vi®---® Vy; W), dann ist
g =fo® & Mult(Vy x---x Vy; W).
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Die Zuordnung g +— f ist ein Vektorraumisomorphismus

Satz 22.24 (vgl. Satz 22.14)

Es seien V4, ..., Vy, W Vektorraume iiber dem Korper K fiir N € Ny
und (V41 ® -+ ® Viy, ®) ein Tensorprodukt von V4,..., Vy.

Dann ist die Abbildung
Mult(Vi X - x Vy; W) 3 g — f € Hom(V1 ® --- ® Vy; W)
ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Malfilineawe AL omf Var-~x\};
wwd wgcoe  AYs cwf U@ -~y &
el vorsthc e A~ oy elhen S J
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Tensoren vom Typ (r,s) Uber einem Vektorraum

Definition 22.25

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und V* sein Dualraum.

Weiter seien (r,s) € Ng x Ng. | .
s Notedwaw o o Wk nidat L il

Elamudt vou T/ (V) =V - VaV' @ - -0 V"

vV
r-mal s-mal

heilen Tensoren vom Typ (r,s) iiber dem Vektorraum V.
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Namenskonventionen

Bemerkung 22.26
Es gelte dim(V) = n € Np.

@ Vektoren einer Basis des , primalen” Raumes V:

2y, -~ Tvdex |
° Koordinat%g von_Vektoren in V bzgl. dieser Basis:
L . C_ .
v= 2 v e = Ve Tindese F
= Euwkin

@ Covektoren der dualen Basis von V*:
4 — Copam
g - & (okhn. < ,?17‘&/ Trolex T
° Koordinateavon Covektoren in V* bzgl. dieser Basis:

w=ZbOL£L=Wd&L Jiderw |
=\ ?E(,\n,{od/-
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Komponentendarstellung
Jeder Tensor in 7 (V) kann als Linearkombination
/-CJ&’\MWMNNMW <& " et

T= Z ZZ ZT’I’ T ®- 060 @k
=1

ir=1p=1  js=1
der elementaren Basistensoren dargestellt werden.
Die Koeffizienten TJ’:J’: heiRen die Komponenten des Tensors T.
Die Zuordnung
TH(V)>Tw— 7-jlj.,jls € ((@:ji

N v
o ] ] <8 Updaro WK
ist ein Vektorraumisomorphismus.
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Interpretation von Tensoren

Tensorraume sind der natiirliche Definitionsraum multilinearer
Abbildungen c'\/‘ﬁaw(_c,z,‘u Veldocveyu,

Mu|t(V><---xv><v*><---><V*;-f/ /

~“Hom(V®@- - @ VeV ® @ V* ) =Hom(T/(V), ).

Allerdings kdnnen auch die Elemente von 7/ (V) selbst bereits als
Abbildungen verstanden werden.
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Interpretation von Tensoren

Lemma 22.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
V* sein Dualraum. Weiter seien (r,s) € Ng x Np.

Dann bestehen folgende Isomorphismen:

Q@ Typ (0,0): o /&[WMO
TEV) = KB A

Noda s ere,Malchaon, A%EMWL\A IV > K

o Typ (071) ‘LQI(AY /(06&;‘ =)

T2(V) = V* =2 Hom(V, K)

s Sok24,‘c2
/ =
ToH(V) = V = Hom(V*, K)
~F
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Interpretation von Tensoren

Lemma 22.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
V* sein Dualraum. Weiter seien (r,s) € Ny x Np.

Dann bestehen folgende Isomorphismen:

Q@ Typ (0,2): elos = BC(VrVL) /
TE(V) £ V@ V* = Hom(V @ V. K) = Hom(V, V")

(eh@ed)(v,- )= <& v> ek eyr

@ Typ (1,1): /

TH(V) =V ® V* 2 Hom(V* ® V, K) = Hom(V, V)
(e, @ e") (V)= &M Vr eV

Q Typ (2,0):
TE(V) =V ® V = Hom(V* @ V*, K) = Hom(V*, V)
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Symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende Tensoren

Definition 22.29
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.
Ein Tensor T € 7y (V) = Mult(V* x --- x V* K) heifit . ..
@ (total) symmetrisch, wenn fiir alle w!,...,w" € V* und jede

Permutation o € S, gilt: Peilusl {?( Ao N@Mw@e
S é“””‘r(?gl, L) = T, W), Wnoteblid,

CIM( H:'((‘Fj

Die Menge aller symmetrischen Tensoren in 75 (V) bezeichnen wir
mit 75 (V)sym-
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Symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende Tensoren

Definition 22.29
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.

Ein Tensor T € 7y (V) = Mult(V* x --- x V* K) heifit . ..

© (total) schiefsymmetrisch, wenn fiir alle w?,...,w" € V* und
jede Permutation o € S, gilt: “(au e 2LOe Ao
Ful \V9r 2k,

Eunolir
T(Wl, Ce 7(,ur) = (sgn 0’) T(wa(1)7 . ,wa(r))_

Die Menge aller schiefsymmetrischen Tensoren in 7 (V)
bezeichnen wir mit 75 (V)skew-
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Symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende Tensoren

Definition 22.29
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.
Ein Tensor T € 7y (V) = Mult(V* x --- x V* K) heifit . ..

(s alternielll'_end, wenn fiir w!, ..., w" € V* gilt:
we=Lw

ARy fiirein k40 = T, ...,u")=0.

Die Menge aller alternierenden Tensoren in 7 (V') bezeichnen wir
mit 7y (V)al-
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Zusammenhang zw. schiefsymmetrisch und alternierend

Lemma 22.30
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und r € Np.
Q Ist T € 75 (V) alternierend, dann ist T auch schiefsymmetrisch.

Beweis. Fall r = 0 und r = 1: Jeder Tensor ist alternierend und
schiefsymmetrisch.

Ab jetzt sei r > 2. Fiir jeden Tensor T € Ty (V) gilt:

e —~

T(wl + Wi, w2 +wo,. .. ,w,) = T(wl,wg, .. ,wr)—i— T(wl,WQ, o ,w,)
-~ —e——~— W

+ T(w1,w2,...,w,) + T(W1,w2,...,w,).
— 2

bf),t'= wa —_— —_— —
C”l QJL o:T(,w,t\wl(w) '(._ I (L.‘),( ) wz' ~_)
— T -
=Ly = U1 Spumthd
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Zusammenhang zw. schiefsymmetrisch und alternierend

Lemma 22.30
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und r € Np.

@ Im Fall char(K) # 2 gilt auch die Umkehrung.
Beweis. Fall r =0 und r = 1: Jeder Tensor ist alternierend und
schiefsymmetrisch.
Ab jetzt sei r > 2. Fiir jeden Tensor T € 75 (V) gilt:

— ——
(w1 + w1, w1 +w1,...,wr) = T(wi,wi,...,w )+ T(w01,w1,...,w,)
-

/16‘(”‘94”’9’\’ T (/9‘-> + T(wl,wl,..., )+ T(@l Wi, - ..,wr).
N ) oo
20 (k Lmme [ fmﬂ

—@—Cﬁ%%, ) = 2’7:(;:/;)
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Zusammenhang zw. schiefsymmetrisch und alternierend

Lemma 22.30
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und r € Np.
@ Im Fall char(K) = 2 gilt 7Ty (V)sym = T (V)skew-
@ ImFall r=0und r =1 gilt
To (V)sym = Tg (V)skew = Tg (V)aie = Tg (V).

Beweis. & (Cpe o) g} 24h =94 W charfl) =2

@ S Llededs nw an o besea Boredatise ﬁ—v?/
g, =it} @ gtk Cf;"(\r)\rgh :\7;‘%\,) )
Afordecs Gl Jtas T€TE(V) alfondrecet,

M,U\.—-(/’ nColnd mgelc;/bk.‘ 2Lsen C&/‘\(ﬁum‘ft

o verchuolimes Sidev— 2 2uneten.
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(Schief-)Symmetrie von Tensoren und Komponenten

Lemma 22.31
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Basis (ei, ..., e,) und
dualer Basis (c?,...,"). Weiter sei r € Np.

Dann sind aquivalent:
Q@ T €7y (V) ist symmetrisch.

@ Die Komponenten erfiillen T1ir = Tlo@ e fijr alle
1< i,...,ir < nund alle Permutationen o € S,.

Weiter sind dquivalent:
Q T € Ty (V) ist schiefsymmetrisch.

@ Die Komponenten erfiillen T = (sgn g) Tio)iot) fiir alle
1< i,...,ir < nund alle Permutationen o € S,.
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(Schief-)symmetrische Tensoren bilden Unterrdume

Lemma 22.32
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und r € Np.

Die Mengen der symmetrischen bzw. der schiefsymmetrischen Tensoren
To (V)sym bzw. Ty (V)skew bilden Unterrdume von 74 (V).

Buvess met UR -1k,
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Projektionen

Definition 22.33

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Ein Endomorphismus P € End(V) heifit eine Projektion oder ein
Projektor, wenn er idempotent ist, wenn also gilt:

PoP=P.
Poplehn oof TP
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Projektionen auf (schief-)symmetrische Tensoren

0(ec®®%) » = Gy © -~ By

Satz 22.34
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und € Np.
o [
TH(V) 3 T projum(T) = = 32 o(T) € T (V)
O'GSr

ist eine Projektion auf die symmetrischen Tensoren 75" (V)sym.

Q

TH(V) 3 T projuen(T) = - 3 (sgno)o(T) € TH(V)

’ UGSr

ist eine Projektion auf die schiefsymm. Tensoren 7y (V)skew-
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Dimension des Unterraumes 7y (V) skew

Lemma 22.35

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K mit char(K) # 2 und
dim(V) = n € Ng. Weiter sei r € Np.

Dann gilt

(T3 (V)awn) = () = 7

Ay L0y e ~~a e &
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Dimension des Unterraumes 7y"(V)skew

Folgerung

Es gibt — bis auf Skalierung —
@ nur einen einzigen schiefsymmetrischen Tensor in 75"(V)skew:
@ nur einen einzigen schiefsymmetrischen Tensor in 7.9(V)skew.

@ nur eine einzige schiefsymmetrische Multilinearform

Vx-oxV-—=K. f£22 CDc,‘kMACmMMW
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