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Der Bidualraum eines Vektorraumes

Definition 21.41
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.

Der Dualraum von V* heift der Bidualraum von V.
Der Bidualraum V** besteht also aus Linearformen auf V*.
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Die kanonische Injektion iy: V — V**

Satz 21.42
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

@ Die Abbildung
iv=V3v(,v)e V"

ist ein injektiver Homomorphismus, genannt die kanonische

Injektion von V in V**, nwfabw; '
Eluoe ugs Lo Ll
Beweizb.ug Addctiochat! Lt oty Rarswe
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Die kanonische Injektion iy: V — V**

Satz 21.42
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

@ Ist V endlich-dimensional, dann ist i, auch surjektiv, also ein
Isomorphismus. In diesem Fall gilt dim(V) = dim(V**).

Beweis.  diw (VL =1 Sy =6 i (V¥) =
=t ddu (V™) =21,
O P2V i (utleho  alto nack Wlgtruy 429
Coochn QUARIAD,
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Bidualer Homomorphismus

Es seien V, W Vektorrdume iiber dem Korper K und f € Hom(V, W).

@ dualer Homomorphismus f* € Hom(W*, V*)
{FQ'OQQ ff"W'sw'— v i =w'of eV”
e bidualer Homomorphismus ** € Hom(V**, W**)
H = 0{* Vs v™ s w™ = v o ff e W

{ﬂ— VesLICeard LF L,C\Alc‘{f(\)'wu,\ C(M{\/‘r (o &l a.:..f W,
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Zusammenhang zwischen f und f**

f A\
QH&IM_(,V\IIA’)) SHowa (,Vh) wh)
Lemma 21.44

Es seien V, W Vektorraume iiber dem Korper K und f € Hom(V, W).

Dann gilt
iwof=rF*oiy. i How(V,L0™)

Mit anderen Worten, folgendes Diagramm kommutiert:

v —f . w

| |iw
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Bilineare Abbildungen Rauler (we,0) nud (o, \fd)

(L'X,\J- ) (M\ LV\.)’%(Q?/] Ve ) = (u'l 't'uz_ ‘\)qu'b)
Definition 22.1
Es seien U, V, W Vektorrdume iiber dem Korper K.

@ Eine Abbildung
fUxV—->W
heilt bilinear, wenn fiir jedes feste w € U und jedes feste v € V
die Abbildungen
g(al. ) VsV ke f(&,v)eld

g(., T) : A2u J(Q\V)Gw
beide linear sind. « lCwaer Cu Jwﬂw /‘\r@uma,\i-"

@ Die Menge aller bilinearen Abbildungen U x V — W bezeichnen
wir mit Bil(U, V; W).
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Bilineare Abbildungen

Definition 22.1
Es seien U, V, W Vektorrdume iiber dem Korper K.
© Eine bilineare Abbildung in den Vektorraum ‘W = K| nennen wir
eine Bilinearfm auf U x V.

LB bedecdet Cupmaest ,, Lfe L K"

@ Die Menge aller Bilinearformen U x V — K bezeichnen wir mit
Bil(U, V) oder Bil(U, V; K).
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Bilineare Abbildungen

Beispiel 22.2
© Die duale Paarung

(-, V*x Vs (viv)—= (v',v)eK

ist eine Bilinearform auf V* x V.

Loy O lear Cu bedlen /‘\'@MM«M?{&»
@ Fiir jede Matrix A € K"*™ ist die Abbildung

K™ x K"3 (x,y) — y"Ax € K

eine Bilinearform auf K™ x K". — Lf_\.'f ﬂ c L<
yr X
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Bilineare Abbildungen

Beispiel 22.2

© Die Multiplikation zweier Polynome iiber einem Korper K )
b lyvommulpldets.
K[t] x K[t] > (p,q) = p-q € K][t]

ist eine bilineare Abbildung in Bil(K[t], K[t]; K[t]).

@ Die Multiplikation zweier Polynome in verschiedenen Variablen iiber
einem Korper K [ RVfgmomz Ry

Kls] x K[t] 2 (p,q) — p-q € K[s,t] Voubblec

ist eine bilineare Abbildung in Bil(K[s], K[t]; K[s, t]).
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Bilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum

Lemma 22.3
Es seien U, V, W Vektorraume iiber dem Korper K.

Dann ist Bil(U, V; W) ein Unterraum des Vektorraumes

WYY = {f: Ux V - W}
aller Abbildungen U x V — W.

Beweis. Ubung

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 03 11 / 28



Existenz und Eindeutigkeit bilinearer Abbildungen

Satz 22.4

Es seien U, V, W Vektorraume iiber dem Kdrper K. Weiter sei
@ (uj)ies eine Basis von U
@ (vj)jey eine Basis von V

® (wj)(ij)eixs eine Familie von Vektoren in W.
Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung
frUxV->Ww

mit der Eigenschaft

f(ui,vj) =wy firalle (i,j) € I x J.

- C

%.m koortescaene s Ractedet
(S W etk e Vo Basen
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Welche Eigenschaften hat die Menge (u;, v;)(ij)eixs’

Wenedr: #CTRD) =H(I) - 32 =il - Al (V)
Bemerkung 22.5 o olwma LAY\ =aliw () + el (L)

(uis vi)(ij)eix ist im Allgemeinen weder linear unabhéngig noch ein
Erzeugendensystem fiir U x V!

@{; (,{:\;:123 mel Slbacd (¢, € )
D A Veledorew (o, e) ~- (g, ) Konnen ot
)
liueor Uunabh, Selu (un O~ Velddsrou. UV,
/ :(4) Ut -
Audoes seih  leamwu (1), (4 hidut Reyf
(e -
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Motivation fiir den Tensorproduktraum

o Bilineare Abbildungen Bil(U, V; W) verhalten sich anders als
lineare Abbildungen.

@ Bilineare Abbildungen sind eindeutig festgelegt durch die Bilder auf
der Nicht-Basis-Menge (u;, v;) (i j)eixJ-

o Fiir bilineare Abbildungen gilt

flau,v)=af(u,v)=f(u,av). Redd ?

o Gibt es einen Vektorraum, in dem unter anderem Paare wie (o u, v)
und (u, « v) dieselben Vektoren sind? 21 PR
O et et Qe
VO e drost
@ Bilineare Abbildungen auf U x V wéren dannbbildungen
auf diesem neuen Vektorraum, dem Tensorproduktraum U ® V.
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Konstruktion des Tensorproduktraumes

Forderung

Ist (u;j)ies eine Basis von U und (v;);cy eine Basis von V/, dann soll
(uis vi)(ij)eix gleichmachtig zu einer Basis von U ® V sein.

ul,{ Tewros V" walver Trages

(U® v(:: {T:1xJ— K|T(i,j) # 0 fiir endlich viele (i,j) € I x J}
Dng & el Veldormaw o Underamn von 4T Txg- ) .

ausgezeichnete Elemente in U ® V:

uvi: I xJ—=K

(ue®v) (kL) o= B G = 4 1o dle sl j
f f o ot
€T &
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Basis des Tensorproduktraumes
Lemma 22.6

Es seien U, V Vektorrdume iiber dem Korper K Weiter sei
@ (uj)je eine Basis von U

@ (vj)jey eine Basis von V.

Dann ist B := (u; @ v;)(; jycix eine Basis des Tensorproduktraumes
UV ={T:1xJ— K|T(i,j)# O fiir endlich viele (i,j) € I x J}.
Beweis. - & enegt U@V olenn jedles TeEU®V ot A’
Droreelleeung T?c,%;e% (wov) = Trig ot
C R o Lo weeblargs! EX el T2 cgi(ac@y))
mil cvdiiler Mg € dler Nudoe BESS e 1eco

%!&O cdie NU—MHOLM ,TRJ'-‘? w. =0 C(,:) :OOQ,(,Y‘GLHQ/
(§EE .

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 03 16 / 28



Das Tensorprodukt U ® V

Definition 22.7
Es seien U, V Vektorrdume iiber dem Korper K Weiter sei
o (uj)jecs eine Basis von U

@ (vj)jey eine Basis von V.

© Der Vektorraum
UV = {T: IxJ— K| T(i,j) # 0 fiir endlich viele (i,j) € IxJ}
heilt ein Tensorproduktraum U ® V.

@ Elemente von U ® V heilen Tensoren.

Der Nullvektor in U ® V, also die Nullabbildung T: / x J — K mit
T(i,j) =0 fiir alle (i,j) € I x J, heilt der Nulltensor.
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Das Tensorprodukt U ® V

Definition 22.7
Es seien U, V Vektorrdume iiber dem Korper K Weiter sei

o (uj)jecs eine Basis von U
@ (vj)jey eine Basis von V. bllowwse
© Die universelle bilineare Abbildung ist diejenigeﬂbildung
®:Ux V>3 (uv)— e(uv)=ud c UV,
die durch die Bilder von (uj, vj)(ijyeixs € U x V gemaR
@(uj,vj) = uj @ v, *~ Fole’ AL

eindeutig definiert wird.
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Das Tensorprodukt U ® V

Definition 22.7
Es seien U, V Vektorrdume iiber dem Korper K Weiter sei
o (uj)jecs eine Basis von U

@ (vj)jey eine Basis von V.

© Das Paar (U ® V,®) heilit ein Tensorprodukt von U und V.

© Wir nennen u ® v das Tensorprodukt von u € U und v € V.
su®V

O Elemente von U ® V der Form u ® v mit u, v # 0 heien
Elementartensoren oder einfache Tensoren.
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Rechenregeln fiir das Tensorprodukt
cwpllibns T lomenge v L™
Firu=3cpaiupe Uundv =73, BjveVgilt

&JLHam
u® v = (Z\“U“L")@( ﬁw) ’_Z 0(1/%[“@’)
T e &'~
Inbesondere: /ﬂ@hm“@%‘kj

Lemma 22.9

Es seien U und V Vektorraume iiber dem Kérper K und (U ® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V. Dann gilt

QO (veaVv)+(Tev)=(u+1)®Vv
Q@ (URV)+(URV)=u®(v+V)
Q (au)®v=a(u®v)=u® (av)
fiur alle u,m € U, v,v € V sowie a € K.
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Der Rang eines Tensors lf, i by vorkd

Jeder Tensor T € U ® V kann als Summe von Elementartensoren

geschrieben werden: €l ov it hofw. Bels -
41 pd veldosgun

n
T:Zuk@)vk
k=1

Definition 22.10

Es seien U und V' Vektorrdume iiber dem Koérper K und (U ® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V.

Der Rang eines Tensors T € U ® V ist die minimale Anzahl von
Summanden, mit denen eine Darstellung dieser Form mdglich ist.

NG,
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Der Rang von Elementartensoren

Lemma 22.11

Es seien U und V Vektorraume iiber dem Kérper K und (U ® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V.

@ Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0.

@ Jeder Elementartensor, also v ® v mit u, v # 0, ist vom Rang 1.
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Die universelle bilineare Abbildung ®

Satz 22.12
Es seien U, V Vektorrdume liber dem Korper K. Weiter sei

@ (uj)ies eine Basis von U

@ (vj)jey eine Basis von V

e (U® V,®) das zugehdrige Tensorprodukit.
© Fir jedes g € Bil(U x V; W) gibt es ein

eindeutig bestimmtes f € Hom(U ® V; W) Ux V
mit der Eigenschaft g = f o ®. 3
Gluw) = floev) ®l \
@ Ist umgekehrt f € Hom(U ® V; W), dann ugV — W

ist g :=fo® eBil(Ux V;W).

Dea wmiserele  biluewe Abb VOMELL 2unclen b ~
[tnaces Adb. emf W\ ek ligaza. Abb, Ouef UGV
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die Zuordnung g +— f ist ein Vektorraumisomorphismus

Satz 22.14

Es seien U, V, W Vektorraume iiber dem Korper K und (U ® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V.

Dann ist die Abbildung
Bil(U x V; W) > g+~ f e€Hom(U® V;, W)
ein Isomorphismus von Vektorraumen.

Bilin. Abb, o UKV vk (Crace Abb. anf UV
Kind 2ued vochiuctene. Anorclin cloddben Licla }
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Tensorprodukte

Beispiel 22.15
0 Kn ® Km g Kn><m

20 TG
Bei Darstellung des Te

nsarfiroduktraumes als Matrixraum
verwenden wir die iIineare Abbildun%mf ®
w®V

K'x K™ 3 (u,v) = uv' € K™,

| ——
mogliche Basis:
O -~
e®e, = e = Lg) ¢t
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Tensorprodukte

Beispiel 22.15
o Kn ® Km g Kn><m
Jeder Tensor kann eindeutig in der Form
T = ZZaij(e,-ejT)
i=1 j=1

dargestellt werden mit einer Koeffizientenmatrix A € K<™,

Rangfaktorisierung der Koeffizientenmatrix:
= ., r
A=BC=> bokCko= bex® (cka)
k=1 k=1

mit r = Rang(A).
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Interpretation bilinearer Abbildungen

Lemma 22.16

Es seien U, V, W endlich-dimensionale Vektorraume tiber dem
Kérper K und (U ® V,®) ein Tensorprodukt von U und V.

Dann bestehen Isomorphismen

Hom(U ® V; W)
[ Pole 2%
=~ Bil(U x V; W) g 4
>~ Hom(U,Hom(V, W)) o Ute f(x,-)
v o f(v)
=~ Hom(V, Hom(U, W)) Ettor Ciy19)
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Interpretation von Bilinearformen

Folgerung 22.17 (=K

Es seien U, V endlich-dimensionale Vektorraume iiber dem Kdrper K
und (U ® V,®) ein Tensorprodukt von U und V.

Dann bestehen Isomorphismen

Hom(U ® V; K)

=~ Bil(U x V; K) j {. %
=~ Hom(U, V*) o fle,~ )
c\f

.
=~ Hom(V, U*) veod( )€l
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