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dualer Homomorphismus

feHom(V, W) v

w

W*GVN

Definition 21.26
Sind V und W Vektorrdume tiber dem Korper K und f € Hom(V, W),

dann heillt f*: W* — V* definiert durch

K

f(w*) =w*of

der zu f duale Homomorphismus.
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dualer Homomorphismus

feHom(V, W) v

w
W*GVN %:w*ofev*
K

Die Definition f*(w*) := w* o f kdnnen wir auch schreiben als
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dualer Homomorphismus ist Homomorphismus

Lemma 21.27

Es seien V und W Vektorraume liber dem Korper K und
f € Hom(V, W). Dann ist * € Hom(W*, V*).

Beweis.
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dualer Homomorphismus

Beispiel 21.28
@ Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Dann gilt idy, = idy/«.

@ Essei V = K" iiber dem Kérper K und 7;: K" — K die
Projektion auf die i-te Koordinate.
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dualer Homomorphismus

Beispiel 21.28

© Essei V = K[13 der Vektorraum der endlichen Folgen der Linge 5
tiber einem Kérper K und f der Shift-Endomorphismus nach rechts:
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Dualisieren einer Komposition

Lemma 21.29
Es seien U, V und W Vektorrdume iiber dem Korper K.

Fir f € Hom(V, W) und g € Hom(U, V) gilt
(fog)*=g*of".

Beweis. Ubung
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Homomorphismus +— dualer Homomorphismus

Satz 21.30
Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.

(1]
f—f*

ist ein injektiver Homomorphismus.

Beweis.
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Homomorphismus +— dualer Homomorphismus

Satz 21.30

@ Sind V und W endlich-dimensional, dann ist / auch surjektiv, also
ein Isomorphismus. Dann gilt

dim(Hom(W*, V*)) = dim(Hom(V, W)) = dim(V) dim(W).

Beweis.
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Injektivitat und Surjektivitat

Satz 21.32

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.
Q f € Hom(V, W) injektiv < f* € Hom(W™*, V*) surjektiv.
@ f € Hom(V, W) surjektiv < f* € Hom(W*, V*) injektiv.
@ f € Hom(V, W) bijektiv < f* € Hom(W*, V*) bijektiv.
Q Falls f und f* beide bijektiv sind, gilt (f*)~! = (f~1)*.
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Darstellungsmatrizen dualer Homomorphismen

Satz 21.33

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K mit Basen

By = (v1,...,Vm) bzw. Byy = (w1, ..., w,) und f € Hom(V, W).

A= MBI (F) = AT =M (F)

Beweis.
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Rang der dualen Abbildung

Folgerung 21.34

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tber dem
Korper K.

Fir f € Hom(V, W) gilt Rang(f*) = Rang(f).
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duale Abbildung der von einer Matrix induzierten Abbildung

Folgerung 21.35
Es seien K ein Korper und A € K"*™. Fiir die duale Abbildung zu f4 gilt
(fa)" = fur.

Beweis.
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Transform. von Darstellungsmatrizen dualer Abbildungen

B B B B B, .. Bt « (Bl rxr 4B
Mérv(f)—TgvtvMsﬁv(f)%vv Mgg/(f ):Tg‘*/vMBg/(f )T
A =S A T AT =TT AT T
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die vier fundamentalen Unterrdume zu einer Abbildung

Satz 21.36
Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K. Fiir

f € Hom(V, W) und die duale Abbildung f* € Hom(W*, V*) gelten:
Bild(f*) = Kern(f)° in V*
Kern(f*) = Bild(f)°  in W*
Bild(f) = °Kern(f*) in W
Kern(f) = °Bild(f*) in V
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die vier fundamentalen Unterraume zu einer Matrix

Folgerung 21.37
Es sei K ein Kdrper und A € K™<™,

Bild(AT) = Kern(A)°  in K™
Kern(AT) = Bild(A)°  in K™
Bild(A) = Kern(AT) in K"
Kern(A) = °Bild(AT) in K™
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Beschreibung von Unterrdumen

Beispiel 21.38

@ Gegeben sei der Unterraum von Q*

s=({(5)G)))

Gesucht ist eine Beschreibung von U durch Gleichungen, also als
Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems.
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Beschreibung von Unterrdumen

Beispiel 21.38

@ Gegeben sei der durch Gleichungen beschriebene Unterraum von R®

U:{XGR5

Gesucht ist eine Beschreibung mit Hilfe einer Basis.

X1+x2+x4=0

X1+3X3—X5:0}
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Dualraum eines Faktorraumes

Lemma 21.39

Es sei V ein Vektorraum iliber dem Korper K und U ein Unterraum.
Weiter sei m: V — V / U die kanonische Surjektion.

Das Bild der zu 7 dualen Abbildung 7*: (V' / U)* — V* ist U°.
Die Einschrankung 7r>"|U0 ist ein Isomorphismus, es gilt also

(V/U)" =0
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Dualraum eines Faktorraumes

Wir wihlen V = R3[t] = (1, t,t2,t3) und U = Ry[t] = (1, t).

@ Der Faktorraum V' / U besteht aus Elementen der Form

at? + 83+ (1,t).

@ Der Faktorraum V' / U hat die Basis

{2 +(1,t), 2+ (1,t)}.

o Elemente des Dualraumes (V / U)" sind durch die Bilder auf der
Basis festgelegt.

o Andererseits ist U° = {v* € V*|(v*,1) = (v*,t) = 0}.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 02 20 / 22


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Faktorraum eines Dualraumes

Lemma 21.40

Es sei V ein Vektorraum iliber dem Korper K und U ein Unterraum.
Weiter sei i: U — V die kanonische Injektion.

Der Kern der zu i dualen Abbildung i*: V* — U* ist U°. Es gilt also

v U° = Ut
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Faktorraum eines Dualraumes

Wir wihlen V = R3[t] = (1, t,t2,t3) und U = Ry[t] = (1, t).
o Der Annihilator ist U% = {v* € V*|(v*,1) = (v*,t) = 0}.

@ Der Faktorraum V* / U° ist also
{v:+ U° ’ v e Vil
@ v* und V* in V* reprisentieren dieselbe Aquivalenzklasse, also

dasselbe Element in V* / U° genau dann, wenn (v*,1) = (v*,1)
und (v* t) = (v*,t) gilt.

@ Andererseits sind die Elemente von U* bestimmt durch ihre Bilder
auf der Basis {1, t}.
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