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dualer Homomorphismus

feHom(V, W) v

w
\ /V*’"'“*"(év*
wrew* P
L\\ __K/ //Jfr

Definition 21.26
Sind V und W Vektorrdume tiber dem Korper K und f € Hom(V, W),

dann heillt £*: W* — V* definiert durch
TRy

f(w*) =w*of

der zu f duale Homomorphismus.
4" voseotdd Eleagudt Lo W 0 @Ol Lo v
w ek hupt Rdloack der Covekdr 0% uet f.

Lineare Algebra Il Woche 02 2/ 22

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)



dualer Homomorphismus

feHom(V, W)

w* GVN /_w *ofeV*
V* = MWCVLL(/)

Die Definition f*(w*) := w* o f kdnnen wir auch schreiben als
[T = Gored (v = W dv)  Avey

= ' g*’(w*) ) v >\["V‘ = < LO+| {(V\>w*(w ,\/Uﬁ\/

— ———t 'VLO’#GLJ*
€ WK el
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dualer Homomorphismus ist Homomorphismus

Lemma 21.27

Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K und
f € Hom(V, W). Dann ist * € Hom(W*, V*).

Beweis. grkl,‘d edolito
g*(wacw;) = (of < w2 94 nwacke Ol o fF
= Wref + wrog Ao chon Lo bl
é*(wﬁ) ’t{“(wg‘) noch Def. Low q”"’
Tt homogen
£5(ot) = @f) of  nacts DY e 7
oL (Wef) S-hultyplibahon o A,
~ o () neek J)% e 7.
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dualer Homomorphismus

(&t )*
Beispiel 21.28 Y
© Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Dann gilt idy, = idy~
W (), Ve = VT Wy = avivy
fox ale vev. D (D= W,
@ Essei V = K" liber dem Korper K und 7;: K" — K die -
Projektion auf die i-te Koordinate Th K“—':UL 5% g%‘f}b
( /)QK . Y T EK
[ Tele) =y X
o O(J chr) =g )vt(de[a(#xékm
= T = | b -
K Y |t
b
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dualer Homomorphismus

Beispiel 21.28 0
© Essei V = KI13 der Vektorraum der endlichen Folgen der Linge 5
tiber einem Kérper K und f der Shift-Endomorphismus nach rechts:

£ ye - 40) = (0 geinnr) .
vr= £¥(w") el gestben clucta

< v?k) ([44\_'—'\ gf ) > = 4[/0*) (O\ g"n""’\ 5/‘()> -~
x 2, tay

2R, LU, (B 3> =
ad L,V—‘rj ('g’h_-'\ &")> = (szljz o
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Dualisieren einer Komposition

Lemma 21.29
Es seien U, V und W Vektorraume iiber dem Korper K.

Fir f € Hom(V, W) und g € Hom(U, V) gilt
(fog)*=g"of".

Beweis. Ubung » _ZL \/ ?ﬂ A
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Homomorphismus — dualer Homomorphismus

Satz 21.30
Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.

o
T: Ho VD)2 Fis f* € Homa*,v‘*)

ist ein injektiver Homomorphismus.
Beweis. - LT ot adotho : /ew'r
(E&?ffﬁ))(w") = (TOW) « (TN

61%:»«(&7?\’*) T Qe Skrpt
- T ot Www‘ju.\_\ -~ .
- T oot lnjekhds feKon(r) = 4= T(¢) = D€ Hom (L)
-0 OVF :—.g*(w*') :—(,J‘*o% Yuo¥e T
o O = W) YV Y Ateld = (V)< gt =10,
=0 % =~ e Hon Nio) | W&a{,w
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Homomorphismus +— dualer Homomorphismus

Satz 21.30

@ Sind V und W endlich-dimensional, dann ist / auch surjektiv, also
ein Isomorphismus. Dann gilt

dim(Hom(W*, V*)) = dim(Hom(V, W)) = dim(V) dim(W).

Beweis.
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Injektivitat und Surjektivitat

Satz 21.32

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.
Q f € Hom(V, W) injektiv < f* € Hom(W™*, V*) surjektiv.
@ f € Hom(V, W) surjektiv < f* € Hom(W*, V*) injektiv.
@ f € Hom(V, W) bijektiv < f* € Hom(W*, V*) bijektiv.
Q Falls f und f* beide bijektiv sind, gilt (f*)™! = (f~1)*.

Lo kaunen alo £7° swedben.
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Darstellungsmatrizen dualer Homomorphismen

Satz 21.33

Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K mit Basen
By = (v1,...,Vm) bzw. Byy = (w1, ..., w,) und f € Hom(V, W).
V—'\Wl |L Loty

A= Mg () = AT=Mg() - 8
Bewesis. {(\U) = 2:; ﬁwi fu\’ J“;/{\,_\ n |
Anrionslinang vom bbd‘; Onef Dructe Leiten:
4%?%(0[:"), Vi > = <k g0 > = ; aq/‘;?<wlj, b= O
TAutoenan optth B 4U(h) = T by vt
Cduelon OVt ¢
£ 4, Ve > = 2; by <Vt W = by s it
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Rang der dualen Abbildung

Folgerung 21.34

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tber dem
Korper K.

Fir f € Hom(V, W) gilt Rang(f*) = Rang(f).
Rouwg (§) = RamgtA) = Rowug LAT) = Rauy (4
p

bzgl. L\‘ﬁwaf Lelober Koo .
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duale Abbildung der von einer Matrix induzierten Abbildung

Folgerung 21.35
Es seien K ein Korper und A € K"*™. Fiir die duale Abbildung zu f4 gilt

()" =
Beveis. Dk SHora (U 16%) | (fa) o (14K

[ > = Tf»cm Gx Freld™ Fye il
~ (fx V¥ (g :’A‘Tﬁ
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Transform. von Darstellungsmatrizen dualer Abbildungen

A ko
Sok 20.6 (Aguivaleusirep.) b 204 Z
By _ B By é\j\/ . By, Bi /o éﬁ/
fes 4Tt F oA s

(SAT™)T= T AT T
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die vier fundamentalen Unterrdume zu einer Abbildung

Kene(g) <V Ko (¥ < LO¥
Satz 21.36 R (f) SO R (4*) < v*
Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K. Fiir

f € Hom(V, W) und die duale Abbildung f* € Hom(W*, V*) gelten:

Bild(f*) = Kern(f)° in V*
Kern(f*) = Bild(f)°  in W*
Bild(f) = °Kern(f*) in W
Kern(f) = °Bild(f*) in V
Repele fux die Ao driclte Livdeo wwot reciafe v , 21
B < keaw

n > (q{

.0 b2y °. -
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die vier fundamentalen Unterraume zu einer Matrix

Folgerung 21.37 (&PA_)

Es sei K ein Kdrper und A € K™<™,

Bild(AT) =
Kern( T)
) =
) =

Bild(A
Kern(A
= Raug (A) =Rang (A7)
divn Wenn (4)) =
dive (Werc (A) =
A, U° = codin (L

Oue 2F = COclLim £+
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m —N—

Kern(A)°

ild(A)°
Kern(AT)
%Bild(AT)

Lineare Algebra I1

= d KK Tl 2480)

ADimests biew
in k™ T =m=(no
in K" n-r = n—<1
inK" v =n~(nw)
in KT m—v =M~y
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Beschreibung von Unterrdumen

Beispiel 21.38
@ Gegeben sei der Unterraum von Q*
1 7 1\ /o
L) () s
1 0

Gesucht ist eine Beschreibung von U durch Gleichungen, also als
Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems. 2 P2 ~Aumndaiatos

vu Lisxformmen (fede Gl euipnitt el Leluoyfor),
L= Bitet (A) = “Ken (A7), /red-%f

U (A7) = Uern gi.f'; )‘W“<[oéff<ﬁ>

24 —
c S — — l‘f - Le ‘f =
mit Band { |~ ) g)g = U= et | " = =0
o I\ 4 ~Yatye =o0
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Beschreibung von Unterrdumen

Beispiel 21.38

@ Gegeben sei der durch Gleichungen beschriebene Unterraum von R®

({3 (e

Gesucht ist eine Beschreibung mit Hilfe einer Basis.
19 3 —
U= BIRGAY =tenn 4T) =t ([452 % 51)
~ U ([92 32747 ) mit Bans

x1+3x3—x5=0

};Bafd(m"

X1+ X2+ Xa =

O~ 44
red, 2T —3 o 1
3 ‘/( "1
a o 8
: 7 A
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Dualraum eines Faktorraumes

Lemma 21.39 T(v)=v]l=e vxlA

Es sei V ein Vektorraum iliber dem Korper K und U ein Unterraum.
Weiter sei w: V — V / U die kanonische Surjektion.

Das Bild der zu 7 dualen Abbildung 7*: (V' / U)* — V* ist U°.
Die Einschrankung 7r>"|U0 ist ein Isomorphismus, es gilt also

(V/U)" =0
Wﬂrm oo’ Zw ruuza/‘(\?rmw(m,,'

Cuf o Cef K vorchenntee,
L’,{UF/Z?_WM 0(4/ ud
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Dualraum eines Faktorraumes

Wir wihlen V = R3[t] = (1, t,t2,t3) und U = Ry[t] = (1, t).

@ Der Faktorraum V' / U besteht aus Elementen der Form

at? + 83+ (1,t).

@ Der Faktorraum V' / U hat die Basis

{2 4(1,1), 2+ (1,1} = {[E], l'é??}

o Elemente des Dualraumes (V / U)" sind durch die Bilder auf der
Basis festgelegt. b=t

And itsist U = {v* e V*|(v* 1) = (v*,t) =0}
© Andererseits ist U {v | (v*,1) = (v*,t) =0}

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 02 20 / 22



Faktorraum eines Dualraumes

Lemma 21.40

Es sei V ein Vektorraum iliber dem Korper K und U ein Unterraum.
Weiter sei i: U — V die kanonische Injektion.

Der Kern der zu i dualen Abbildung i*: V* — U* ist U°. Es gilt also
v U° = Ut

LC Fizn W Vool
nodat wadesdawales, i
88 omf LN olukelbr
LOphe. Lalstn.
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Faktorraum eines Dualraumes

Wir wihlen V = R3[t] = (1, t,t2,t3) und U = Ry[t] = (1, t).
o Der Annihilator ist U° = {v* € V* { (v*,1) = (v*,t) =0}.

o Der Faktorraum V* / U° ist also

{v*+ u° ’ v e V*}.

@ v*und v* in V* repréisentieren dieselbe Aquivalenzklasse, also

dasselbe EIement in,V* / U° genau dann, wenn (v*,1) = (v*,1)
und (v*, t) = (v* >g||t Au{mwo{em{f‘mf‘

komMJr M al&o niwd an |

@ Andererseits sind die Elemente von U* bestimmt durch ihre Bilder
. (W
auf der Basis {1, t}.
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