
Lineare Algebra II

Woche 02

23.04.2024 und 25.04.2024

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 02 1 / 22

Nachste Woche Vorlesungen Mo +Di

Plenaribung Do



dualer Homomorphismus

W V

K
w⇤2W ⇤

f 2Hom(V ,W )

Definition 21.26
Sind V und W Vektorräume über dem Körper K und f 2 Hom(V ,W ),

dann heißt f ⇤ : W ⇤ ! V ⇤
, definiert durch

f ⇤(w⇤
) := w⇤ � f

der zu f duale Homomorphismus.
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↳
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&* rewandelt Elemente con L in solche von Ut.
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*

of heist Pullback des covektors * durch fr



dualer Homomorphismus

W V

K
w⇤2W ⇤

f 2Hom(V ,W )

v⇤
=w⇤�f 2V ⇤

Die Definition f ⇤(w⇤
) := w⇤ � f können wir auch schreiben als
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EV
* = Hom(V.KI

[f+(c+)] (v) = (wof((r) = coF(f(v) ErV

= < f**)
,> = w+, f(vk10 freV

- - W*W
Ek EK



dualer Homomorphismus ist Homomorphismus

Lemma 21.27
Es seien V und W Vektorräume über dem Körper K und

f 2 Hom(V ,W ). Dann ist f ⇤ 2 Hom(W ⇤,V ⇤
).

Beweis.
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· fist additio :

f
* ((* + 12) = (vi + 12

*

) of nach Def. on f*

=wit of + 1 of Addition von Abbildungen
= f

*(w) + f*wa
*) nach Def. on 8

· f is homogen :

f * (awF) = (21) of mach Def-con 8 *
= a (roof) S-Multiplication on Abb

.

= a f*Wt) nach Def on fr .



dualer Homomorphismus

Beispiel 21.28
1 Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K . Dann gilt id

⇤
V = idV ⇤ .

2 Es sei V = K n
über dem Körper K und ⇡i : K n ! K die

Projektion auf die i-te Koordinate.
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lidu)*

I

< Lidr)* (v+ )
,

v z = < V+, idv(V)) = <VEV)

fur alle ver
. D. h . Lidr)

*
= id

TiF: K*
+ (k) +

Beispiel
21.16

~m
= knlyX = yπi(x) =yxixek

=> Tit(y) = ()ii



dualer Homomorphismus

Beispiel 21.28
3 Es sei V = K J1,5K

der Vektorraum der endlichen Folgen der Länge 5

über einem Körper K und f der Shift-Endomorphismus nach rechts:
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=w

f(ye .
-- , 5) = 10

, Ye . --- , Yu) .

v
*= f* (1+) ist gegebendurch

> VF
, <Yea -- y5( = < r*, 10

, ye .
--

- Yul)

Z. B
.

<LF
,

(z1
.

. -

, zj)) = zy + z4

= <VF, (yn-

- y5)) = Ye +Yz



Dualisieren einer Komposition

Lemma 21.29
Es seien U, V und W Vektorräume über dem Körper K .

Für f 2 Hom(V ,W ) und g 2 Hom(U,V ) gilt

(f � g)⇤ = g⇤ � f ⇤.

Beweis. Übung
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wVU

w
* v

+ u
+



Homomorphismus 7! dualer Homomorphismus

Satz 21.30
Es seien V und W Vektorräume über dem Körper K .

1

f 7! f ⇤

ist ein injektiver Homomorphismus.

Beweis.
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I : Hom(V, (0) = Home (l+, V
*

)

· I is additio : Lot
([(f +g)(c+) = ( [(f))(+) + ([(g))(wi)
-

EHom (WFV*)
----

siehe Stript

· I it homogen : ---

· I ist injectio : Jeken (1) =o f
*

= I(f) = Of Hom(wt)
=> Our = f*wa) = notof Frotflot

=> 0 = c
+(f() EveV Hotel =of(v)%K

=of = 0 eHom(Vilo)
. Lemma21.

20



Homomorphismus 7! dualer Homomorphismus

Satz 21.30
2 Sind V und W endlich-dimensional, dann ist I auch surjektiv, also

ein Isomorphismus. Dann gilt

dim(Hom(W ⇤,V ⇤
)) = dim(Hom(V ,W )) = dim(V ) dim(W ).

Beweis.
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Injektivität und Surjektivität

Satz 21.32
Es seien V und W Vektorräume über dem Körper K .

1 f 2 Hom(V ,W ) injektiv , f ⇤ 2 Hom(W ⇤,V ⇤
) surjektiv.

2 f 2 Hom(V ,W ) surjektiv , f ⇤ 2 Hom(W ⇤,V ⇤
) injektiv.

3 f 2 Hom(V ,W ) bijektiv , f ⇤ 2 Hom(W ⇤,V ⇤
) bijektiv.

4 Falls f und f ⇤ beide bijektiv sind, gilt (f ⇤)�1
= (f �1

)
⇤
.
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Wir konnen also 8-
*

schreiben .



Darstellungsmatrizen dualer Homomorphismen

Satz 21.33
Es seien V und W Vektorräume über dem Körper K mit Basen

BV = (v1, . . . , vm) bzw. BW = (w1, . . . ,wn) und f 2 Hom(V ,W ).

A = MBV
BW

(f ) ) AT
= MB⇤

W
B⇤
V
(f ⇤)

Beweis.
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V+w) ↓ 1*- +

- B

f(vj) = Zajwi fit j

Anwendung von rot auf beide Seiten :

<f
*(WiF)

, vj> = cont
, fluk = dij < Wi

, wi = Arj

Andererseits erfullt B : (*wj) = vi
Einsatze von Va :

< f
*(105) ,

vm) = j <Vit , va = brj = Ajk



Rang der dualen Abbildung

Folgerung 21.34
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorräume über dem

Körper K .

Für f 2 Hom(V ,W ) gilt Rang(f ⇤) = Rang(f ).
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Rang (f) = Rang()
= Rany(AT) = Ran (f *)

begl . Ugand Welder Basen



duale Abbildung der von einer Matrix induzierten Abbildung

Folgerung 21.35
Es seien K ein Körper und A 2 K n⇥m

. Für die duale Abbildung zu fA gilt

(fA)
⇤
= fAT .

Beweis.
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feHom(K ,
KY)

,
<FA)

*
HomL

[(fA)* (y)] +x = y
+
fx(x) =+xk(y= km

= (fa)
* (y) = Ay



Transform. von Darstellungsmatrizen dualer Abbildungen

M bBV
bBW

(f ) = T BW
bBW

MBV
BW

(f ) T bBV
BV

bA = S A T�1

M
bB⇤
W

bB⇤
V

(f ⇤) = T B⇤
V

bB⇤
V

MB⇤
W

B⇤
V
(f ⇤) T

bB⇤
W

B⇤
W

cAT = T�T AT ST
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Satz21. 33

Satz 20. 6 (Equivalenztrafo . ) Satz206

↓ ↓

A

Lemma 21.

17/

(SAT")T= T
*
AT ST



die vier fundamentalen Unterräume zu einer Abbildung

Satz 21.36
Es seien V und W Vektorräume über dem Körper K . Für

f 2 Hom(V ,W ) und die duale Abbildung f ⇤ 2 Hom(W ⇤,V ⇤
) gelten:

Bild(f ⇤) = Kern(f )0 in V ⇤

Kern(f ⇤) = Bild(f )0 in W ⇤

Bild(f ) = 0
Kern(f ⇤) in W

Kern(f ) = 0
Bild(f ⇤) in V
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Kern(f) = V Kers(f*) -W
*

Bild(f) zw Bold(f*) - V
+

Regeln fur die Ausdicke links und rechts von =
"

Bild > Ken
&

-> f*L

0 b :% · --



die vier fundamentalen Unterräume zu einer Matrix

Folgerung 21.37
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥m

.

Bild(AT
) = Kern(A)0 in Km

Kern(AT
) = Bild(A)0 in K n

Bild(A) =
0
Kern(AT

) in K n

Kern(A) =
0
Bild(AT

) in Km
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fa : km = kn

(fa)
*

= fa : k" + km (Folgenug 21
. 35)

Himensionen

v = m - (m-r)

n- r = n - 2

v = n - (n-v)

m-

r = m -

r

~ = Rang(A) = Rang(A)

dim (Ken(A)) = m - r

dim (Ken(A)) = n - r

dim 10 = codim U

dim OF = codim F



Beschreibung von Unterräumen

Beispiel 21.38
1 Gegeben sei der Unterraum von Q4

U =

⌧⇢✓ 1
3
�2
1

◆
,

✓ 0
1
4
0

◆��

Gesucht ist eine Beschreibung von U durch Gleichungen, also als

Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems.
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A =[] - Bild (A)

↓ Pra-Annihilator

von Linearforman (jede Gleichung entspricht einer Limaform).

U= Bied (A) = Ken (AT)
.

red .
ZSF

Ker(A) = Ken([83]) Ken (10-r))O

mitBar([ , [G)Y =(y) toa



Beschreibung von Unterräumen

Beispiel 21.38
2 Gegeben sei der durch Gleichungen beschriebene Unterraum von R5

U =

(
x 2 R5

�����
x1 + 3 x3 � x5 = 0

x1 + x2 + x4 = 0

)
.

Gesucht ist eine Beschreibung mit Hilfe einer Basis.
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A=(*) = Bild(Alo

U = Bild(A) = Ken (AT) = Ken (80])
= Ken (83]) mit Basi

↑
red.

ESF

3)) , () ,) 3.



Dualraum eines Faktorraumes

Lemma 21.39
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und U ein Unterraum.

Weiter sei ⇡ : V ! V /U die kanonische Surjektion.

Das Bild der zu ⇡ dualen Abbildung ⇡⇤
: (V /U)

⇤ ! V ⇤
ist U0

.

Die Einschränkung ⇡⇤|U0

ist ein Isomorphismus, es gilt also

�
V /U

�⇤ ⇠= U0.
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#(v) = [v] = v + u

↑
Linraformen ,

die nur Lineformen ,
di

auf dem grober auf U veschwinden

Fakturraum def Sind



Dualraum eines Faktorraumes

Wir wählen V = R3[t] = h1, t, t2, t3i und U = R1[t] = h1, ti.
Der Faktorraum V /U besteht aus Elementen der Form

↵ t2 + � t3 + h1, ti.

Der Faktorraum V /U hat die Basis

�
t2 + h1, ti, t3 + h1, ti

 
.

Elemente des Dualraumes
�
V /U

�⇤
sind durch die Bilder auf der

Basis festgelegt.

Andererseits ist U0
=
�
v⇤ 2 V ⇤ �� hv⇤ , 1i = hv⇤ , ti = 0

 
.
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= [[t2] , [E33]

un

W



Faktorraum eines Dualraumes

Lemma 21.40
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und U ein Unterraum.

Weiter sei i : U ! V die kanonische Injektion.

Der Kern der zu i dualen Abbildung i⇤ : V ⇤ ! U⇤
ist U0

. Es gilt also

V ⇤
/U0 ⇠= U⇤.
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↑ Lineformancyu

Lineaformen von V worden

nicht unteschieden,
wenn

Sie auf U dieselbe
Wate haben .



Faktorraum eines Dualraumes

Wir wählen V = R3[t] = h1, t, t2, t3i und U = R1[t] = h1, ti.
Der Annihilator ist U0

=
�
v⇤ 2 V ⇤ �� hv⇤ , 1i = hv⇤ , ti = 0

 
.

Der Faktorraum V ⇤
/U0

ist also

�
v⇤ + U0 �� v⇤ 2 V ⇤ .

v⇤ und v⇤ in V ⇤
repräsentieren dieselbe Äquivalenzklasse, also

dasselbe Element in V ⇤
/U0

genau dann, wenn hv⇤ , 1i = hv⇤ , 1i
und hv⇤ , ti = hv⇤ , ti gilt.

Andererseits sind die Elemente von U⇤
bestimmt durch ihre Bilder

auf der Basis {1, t}.
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kommt es alsomintanfuf di Wate auft und t

W


