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Erinnerung: Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Sind V und W Vektorrdume liber dem Korper K, dann bezeichnet
Hom(V, W) ={f: V — W/|f ist linear}

den Vektorraum der linearen Abbildungen f: V — W.
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Definition 21.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Der Vektorraum

Hom(V,K) ={f: V — K| ist linear}
der linearen Abbildungen V — K heillt der Dualraum von V.

Die Elemente von heilen lineare Funktionale auf V oder
Linearformen auf V oder Covektoren.
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 21.2
@ Projektion auf die i-te Koordinate

@ Auswertungsabbildung
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 21.2
© ZuAec K" ist f4: K" — K eine Linearform auf K".

Q Ist B=(vy,...,Vv,) eine Basis von V, dann hat v* € V* die
Darstellungsmatrix
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Zur Sprechweise und Bedeutung

Ist v € V* und v € V, so sagen wir zu v*(v):
@ Wir setzen den Vektor v in die Linearform v* ein.

@ Wir wenden die Linearform v* auf den Vektor v an.

Bemerkung 21.4

Linearformen sind ,Messgerate”, mit denen Vektoren , gemessen” werden.
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Vektoren und Covektoren

Vektorraum V dualer Vektorraum V*

Vektoren sind Elemente von V. Covektoren sind Elemente von V*.

Covektoren sind lineare
Abbildungen in Hom(V/, K).
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Duale Paarung

Definition 21.6
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.

Die Abbildung
(-,): VEx Vs (viv)— (v v)=vi(v)eK

heift die duale Paarung von V* und V.
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Die duale Paarung ist linear in beiden Argumenten

Lemma 21.7

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

Die duale Paarung (-, -) ist linear in beiden Argumenten, also

(av +pw*,v)y=a(v',v)+ (W v)
(Vv Bw = a (v, v)+ B (v, w).
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Konstruktion von Linearformen

Erinnerung: Lineare Abbildungen sind durch die Bilder einer Basis
eindeutig festgelegt.

Satz 21.8, vgl. Satz 19.5 (Zuordnung zu Darstellungsmatrizen)

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.
Weiter sei B = (v;);c; eine Basis von V.

Die Zuordnung

Ig: V¥ 3 v = (v vj)ie € K!

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Dimension des Dualraumes

Folgerung 21.9

Es sei V ein Vektorraum liber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Ist dim(V) = n € Np, dann gilt V = V*, also dim(V) = dim(V*).

Beweis.
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Duale Basis

Satz 21.10

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

Ist B = (v1,...,vn) mit n € Ny eine Basis von V, dann bilden die

Linearformen v € V*, fiir i = 1,..., n definiert durch
1 imFalli=j
(vi',vj) =0 = : .
0 imFallji#
die zu B duale Basis von V*.
Es gilt
n
v = Z(v* Vi) Vi
i=1
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Duale Basis

Beispiel 21.12
Q Essei V=K"und B = (ey,...,ey) die Standardbasis.
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Duale Basis

Beispiel 21.12

@ Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.
Weiter sei B = (v1,..., v,) eine Basis von V und
B* = (v{,...,v;}) die duale Basis.

Fiir den Koordinatenvektor x = ®5*(v) von v € V gilt
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Dualraume unendlich-dimensionaler Vektorraume

Bemerkung 21.14

Ist B = (vj)jes eine Basis von V mit unendlicher Indexmenge /, dann ist
die gleichmachtige Familie B* := (v})jc/ in V* mit

. 1 imFalli=j
(v, v) = 6j = : .
0 imFalli#

zwar linear unabhingig in V*, aber kein Erzeugendensystem:
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Darstellung von Vektoren und Covektoren

Vektorraum V dualer Vektorraum V*
Basis B = (vi,...,Vv,) in V duale Basis B* = (v5,...,v;) in V*
n n
v=2%Y V=Y 6w
j=1 i=1
(v v) =
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Darstellung von Vektoren und Covektoren

Lemma 21.15

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.
Weiter seien B = (v1,...,Vv,) mit n € Ny eine Basis von V und
B* = (v5,...,v,) die duale Basis.

@ Die Koordinaten x € K" von v € V erfiillen
x; = (v, v).

@ Die Koordinaten £ € K" von v* € V* erfiillen

&= (v, v).
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Darstellung von Covektoren (Linearformen)

Beispiel 21.16

© Wir betrachten K,[t] mit der Monombasis
B = (v, v1,...,va) =(1,t,...,t"). Die duale Basis

B* =(v§,...,v;) hat die Darstellung
., 1d
Vi = ﬂ@(O).
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Darstellung von Covektoren (Linearformen)

Beispiel 21.16
@ In K" mit der Standardbasis B = (ey, ..., e,) stimmen Vektoren v
mit ihren Koordinatenvektoren x iiberein.

Eine Linearform v* in (K")* konnen wir durch ihren
Koeffizientenvektor £ € K™ bzgl. der dualen Basis darstellen. Die
Zuordnung v* — £ ist ein Isomorphismus, daher kdnnen wir auch
direkt (K™)* mit K" identifizieren.

Die duale Paarung ist dann £7x.
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Basiswechsel

Lemma 21.17

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V* und
e By =(wv1,...,v,) und EV = (w,...,V,) Basen von V
e By- =(vf,...,v}) und By~ = (vf,...,v;) die dualen Basen.

Mit T =72 =ME(dy)
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Basiswechsel

Lemma 21.17
By —T By,
T 7-;55V T 7_;55\/*

Beweis.
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Kovariante und kontravariante Transformation

Bemerkung 21.18

Transformationen von alt nach neu:

S
I
—~
1
[u
~
=
=

Basis

Koeffizienten eines Vektors

X
I
.
NI
s
e

Koeffizienten eines Covektors EJ =) (TH;&
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Annihilatoren

Definition 21.19
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fir M C V heillt
MO = {v* € V*|(v*,v) =0 fiir alle v € M}
={v* e V*|M C Kern(v*)}
= N cv

veM

der Annihilator von M.
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Pra-Annihilatoren

Definition 21.19
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fir F C V* heillt
OF .= {ve V|(v*,v) =0 fiir alle v* € F}

= ﬂ Kern(v*) C V
v*eF

der Pra-Annihilator von F.
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Einige Annihilatoren und Pra-Annihilatoren

Lemma 21.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

0 {0y}0 = v~

Q V0= {0y}

Q %{oy-} = V.

Q °(v*)={ov}
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Lemma 21.21

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Q Ist M C V, dann ist M° ein Unterraum von V*.
Q Ist F C V*, dann ist °F ein Unterraum von V.
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Beispiel 21.22

Q Essei V:=R>? und U :=RZ2%? C V der Unterraum der
symmetrischen Matrizen

a a
U= 11 12
a1 a2

dio2 — azi :0}.
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Beispiel 21.22

@ Essei V :=R3*3 und F C V* der Unterraum, der durch die
Linearformen

alp+azi, aiz+az und ax+axp

aufgespannt wird.
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren von Unterrdumen

Satz 21.23
Es sei V ein Vektorraum liber dem Korper K mit der Basis
B = (v1,...,vp) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).
Q Ist (v1,..., vk) eine Basis des Unterraumes U C V, dann ist
(Vii1,---» V) eine Basis von U°, also gilt
dim(U°) = dim(V) — dim(U).
@ Ist (vf,...,v}) eine Basis des Unterraumes F C V*, dann ist
(Vis1, - - -, vp) eine Basis von °F, also gilt

dim(°F) = dim(V*) — dim(F) = dim(V) — dim(F).
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren in K"

Beispiel 21.25

Q Ist M C K" und identifizieren wir (K")* mit K" mit K" (Folie 19),
dann gilt

M® = {¢ € K"| £ x =0 fiir alle x € M}.

@ Wird F C K" interpretiert als Teilmenge von (K")*, dann gilt

OF = {x € K" |£Tx =0 fiir alle € F}.
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