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Erinnerung: Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Sind V und W Vektorrdume liber dem Korper K, dann bezeichnet

Hom(V, W) ={f: V — W/|f ist linear}

den Vektorraum der linearen Abbildungen f: V — W.

‘ a”(oqv,,_—:—oezvz,} = o dv)toh fv,)
A HDLI(Vl ) wa

fxg)(v) = N+ 5(v)

() (v > = o)

ohin  to (V) = (ol V) (dinn W)
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Definition 21.1  Speatalall ton Howa (Vi0) mut L9=K
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Der Vektorraum
VS Hom(V,K) = {f: V — K| ist linear}

der linearen Abbildungen V — K heillt der Dualraum von V.

. LY . . .
Die Elemente von V" heiRen lineare Funktionale auf V oder
Linearformen auf V oder Covektoren.

EK
O eVt hegtt Nullu  alio O(v) =0 ¥veV.
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 21.2

@ Projektion auf die i-te Koordinate V= k™
T kK" > x — X, €l
Ceh ch Lieafocm aof K a0 oo Elpecst
v (KN

@ Auswertungsabbildung  \/= WTE]
ULt 2 p = Plx) el mot weK Lot
(ot Lhwn  Lonaofone cwp WTET , pleo Liv Elument
oo WX )*-
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 21.2
© Zu Ac KX ist fa: K" — K eine Linearform auf K.

fk.- K" 2 x = Axek

n
n

Q Ist B=(vy,...,Vv,) eine Basis von V, dann hat v* € V* die
Darstellungsmatrix
Stest
B M (f) L) = [ YA IEERIING{ ) ] e ™
2
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Zur Sprechweise und Bedeutung

Ist v € V* und v € V, so sagen wir zu v*(v):

o Wirfsetzenlden Vektor v in die Linearform v*[ein]
e Wir &\Zengemdie Linearform v* auf den Vektor

Bemerkung 21.4

Linearformen sind ,Messgerate”, mit denen Vektoren ,, gemessen” werden.
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Vektoren und Covektoren

Vektorraum V dualer Vektorraum V*
Vektoren sind Elemente von V. Covektoren sind Elemente von V*.
Veldorew ,ctua? £y Covektoren sind lineare

[ LML

AUm?low\my,k (e Hpr (K V) Abbildungen in Hom(V, K).

Koo s owveV
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Duale Paarung

Definition 21.6
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.

Die Abbildung
(-,): VEx Vs (viv)— (v v)=vi(v)eK

heift die duale Paarung von V* und V.

D /—\{ﬂbl}lp{w/g Ct . natitie ! (kanon e,
o mMutr nw \fﬁfuﬂﬁl_gw.‘ A Beot folst
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Die duale Paarung ist linear in beiden Argumenten

Lemma 21.7

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.
Die duale Paarung (-, -) ist linear in beiden Argumenten, also
(avi+Bw",v) =a(v',v)+B(w",v)
(V' ,av+pw)=a(v',v)+8(v',w).

—
& WK
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Konstruktion von Linearformen

Erinnerung: Lineare Abbildungen sind durch die Bilder einer Basis
eindeutig festgelegt.
Satz 21.8, vgl. Satz 19.5 (Zuordnung zu Darstellungsmatrizen)

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.
Weiter sei B = (v;);c; eine Basis von V.

Die Zuordnung 1 0ot alle Ay, TS KK
A 4 '

Ig: V¥ 3 v = (v vj)ie € K'

Tomely oles ity oloS & aote
ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Dimension des Dualraumes

Folgerung 21.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

Ist dim(V) = n € Np, dann gilt V = V*, also dim(V) = dim(V*).
Beweis. &¢ f = (Vi U ) Rasts vou V.

Sk 2481 Tg: Vvt e (aVhiver, o Vv ) K

Gt tin Tsomorphtomes . N
. v v =V o, dhe VYV
/Hd‘o ot v = W ﬁ?ﬁ(’:"ﬁf-?

Ex Plot o (V) = dén (V)
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Duale Basis

Satz 21.10

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

Ist B = (v1,...,vn) mit n € Ny eine Basis von V/, dann bilden die

Linearformen v € V*, fiir i = 1,..., n definiert durch
. 1 imFalli=j

(v, vj) =0 = : .

0 imFallji#

_ _ vt Gl eindtanhs clehinet
die zu B duale Basis von V*. deocn dug Bt vou (YY),

Es gilt

n

v = Z(v* Vi) Vi

i=1 %‘lz@qg’mm
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Duale Basis

Beispiel 21.12
Q Essei V=K"und B = (ey,...,ey) die Standardbasis.

O duate Ronce B =(m, — m) skt auwn o
@ro]\e‘om e Aeun 0

[ - .
< Teg > = LMy (Q)WD =
0

wmw

D e sgollvade v xelk™ et
=7 Aev duats Barvdaret T oof X oeatecola
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Duale Basis

Beispiel 21.12 (M v )
@ Es sei V ein Vektorraym iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.
Weiter sei B = (vi)z] eine Basis von V und B* = (v{, ..., v, ) die
duale Basis.

Fiir den Koordinatenvektor x = ®5*(v) von v € V gilt
(v, v)
(va,v)

Cook s USOrplbaden beaftmimes
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Dualraume unendlich-dimensionaler Vektorraume

Bemerkung 21.14

Ist B = (vj)jes eine Basis von V mit unendlicher Indexmenge /, dann ist
die gleichmachtige Familie B* := (v})jc/ in V* mit

v =Gy =4 im Fall j = j
fje]_— 0 im Fall i #

zwar linear unabhingig in V*, aber kein Erzeugendensystem:

D deostn 4N%, Vo= flrale Ve R defhdrde
L&,u_a)?kos-w\ oiF leedne (Lestline) Lazledmbivedis,,

der Elencede cuen Y
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Darstellung von Vektoren und Covektoren

Vektorraum V dualer Vektorraum V*
Basis B = (vi,...,Vv,) in V duale Basis B* = (v5,...,v;) in V*
A,Kamﬂhmub ’/za»muzakﬁu

n
V=) %Y V=Y Gy
j=1 i=1

,V> <Z§Lvu ’ZXI/J>

/
= Zi‘ <\f¢,§:x Linontsd (hu
8”;\- " /(.Afﬁbwvl.cwb
_ 4\ :
= g "2; < \/b ( V'I > o (Lev a%w
" =5 VSeadted. ots s
- T Obe Acbte
= 2 X EX T gt eletore..
= 'boy
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Darstellung von Vektoren und Covektoren

Lemma 21.15

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.
Weiter seien B = (v1,...,Vv,) mit n € Ny eine Basis von V und
B* = (v5,...,v,) die duale Basis.

-
© Die Koordinaten x € K" von v € V erfiillen X"-‘—Q@ )

xi = (vi',v).

@ Die Koordinaten £ € K" von v* € V* erfiillen
£ = (=) <V'T, VoD
M(}L 13&/11/0 = Wagolivedovacttler OC"‘Y }OY\\MQ,& \/Lulifl?‘/h«

privele Taav = —F — i dste Ve
Oveleforee cn VE
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Darstellung von Covektoren (Linearformen)

Beispiel 21.16

© Wir betrachten K,[t] mit der Monombasis
B = (v, v1,...,va) =(1,t,...,t"). Die duale Basis
B*=(v§,...,vs

.., v}) hat die Darstellung
/L{,mwmdhn«:( D iyl
., 1d

V" = ﬁ@(o) CQ@) /(l ~y M:
' 1
o 2.R. wv= 2%2—31“4 o QLT hot  Ueomt. (“%) sl R.
o v¥e (BT geGubpr ovchr  <VH V> =T () -V (2)
D Lingcofone heet Wovrotitectea
5 = LN A
g, NSt
EL <FAED
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Darstellung von Covektoren (Linearformen)

Beispiel 21.16
@ In K" mit der Standardbasis B = (ey, ..., e,) stimmen Vektoren v
mit ihren Koordinatenvektoren x iiberein.

Eine L|negm v* in (K™)* kdnnen wir durch ihren
Keeﬂ-iﬁeﬂtenvektor f € K" bzgl. der dualen Basis darstellen. Die

@ —aZuordnung v* — £ ist ein Isomorphismus, daher kdnnen wir auch
direkt (K™)* mit K" identifizieren.

Die duale Paarung ist dann £7x.
—
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Basiswechsel

Lemma 21.17 ~ 2% e

Es seien V. €in Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V* und
e By=(v,...,v,) und EV = (w,...,V,) Basen von V
e By =(vf,...,v}) und By~ = (vf,...,v;) die dualen Basen.

Mit T:TEBVV :Mg‘;(idv) TWW‘?’L&AMAM

st T =72 = M2 (idys).

Vv* Vv*

A Usorllnodea veldwzen 5»‘0(7
X=Tx E=T7T¢
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Basiswechsel

Lemma 21.17
_ B T _ By«
VTL— Ts, = T =Tg.
~ - ~ B
Beweis. VJ' = ) (TCJ‘ Vi . LI Suchen =4 @V*
n =\ \
Vi e vl
d CD\ “w "
A 4N
VS, Vi SN SV | D o v, ¥
le=L ) 46:_[ d L& e
A (4 S { ke
. PRI, =) &1,
= ) 7 sy Cgf <V, Ve d ; ke Sy

le=\ g=\ ,
= (STT)LU‘ = &,Z/' (db. TT =21, alo

—~

=77,
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Kovariante und kontravariante Transformation

Bemerkung 21.18

Transformationen von alt nach neu:

Basis V=Y (T 1)
i=1
Wow. " \
Koeffizienten eines Vektors Xx; = Z T x; k outronz b
j=1

WsorA. ~
Koeffizienten-eines Covektors & = (Tﬁl)ijfi lognboat
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Annihilatoren

Definition 21.19
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fir M C V heillt

MO = {v* € V*|(v*,v) =0 fiir alle v € M}
={v* e V*|M C Kern(v*)}
- Necv

veM

der Annihilator von M.

N2 cammelf Lineasformes due tuf FICV LO1LOS Ol
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Pra-Annihilatoren

Definition 21.19
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fir F C V* heillt

OF-:{veV|< )—Oﬂirallev*EF}

ﬂ Kern(v*) C V

v*eF

der Pra-Annihilator von F.

OF Sammelt el Vck:hDr./,u\) onf ol e el
Liwe. cofgrmec Fe V¥ venchurige.,
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Einige Annihilatoren und Pra-Annihilatoren

Lemma 21.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

0 {0v}° =V~ M Loneeofonmey vepcentstee i 6V,

@ VO ={0y-}. Nw oa\;x Nudfore~ Vendanhded ouyf
gouz \.
228

o O{OV*} — V. @LQ; N[,JW{'IAA ot 6&4? V G‘,.,‘/ 00-‘7

) O e ik, Aeun oclle-
0 °(v) ={ov} (ngedfor e MUAW% art OeV.

f’w-+ Avs Lsednd stcirn
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Lemma 21.21

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Q Ist M C V, dann ist M° ein Unterraum von V*.
Q Ist F C V*, dann ist °F ein Unterraum von V.
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Beispiel 21.22

Q Essei V :=R>? und U :=RZ2%? C V der Unterraum der
symmetrischen Matrizen

a a
U= 11 12
a1 a2

('DLL'I(]CQ)' UR oot pf&UzAMA Mo adl Anachelador defldf.

di12 — azi :0}.
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Beispiel 21.22

@ Essei V :=R3*3 und F C V* der Unterraum, der durch die
Linearformen

alp +azi, aiz+az und ax+axp
Ay = Bzp = A =D =— Uorrelchas
aufgespannt wird.

o Ly 2 Q'\S Clip %0z =0 ay =0
'77: = /L\_ = . 1 Voaptay=o , ay; o
Q:H -~ ag QA1 + Ago '\_-O) a_g;:,a

FQXS
= Te&lw:
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren von Unterraumen

Satz 21.23
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,vp) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).

© Ist (v1,...,v) eine Basis des Unterraumes U C V/, dann ist

*

(Vii1,---» V) eine Basis von U°, also gilt G e e g
—_— A kb kel B
dim(U°) = dim(V) — dim(U). §» —t__,

=Cliw (¢, )
@ Ist (vf,...,v}) eine Basis des Unterraumes F C V*, dann ist
(Vks1, .- -, Vn) eine Basis von °F, also gilt

dim(°F) = dim(V*) — dim(F) = dim(V) — dim(F).
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren in K"

Beispiel 21.25

Q Ist M C K" und identifizieren wir (K")* mit K" mit K" (Folie 19),
dann gilt

M® = {¢ € K"|£Tx =0 fiir alle x € M}.

@ Wird F C K" interpretiert als Teilmenge von (K")*, dann gilt

OF = {x € K"|£Tx = 0 fiir alle € F}.
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