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Die Umfrageergebnisse

Interesse an:

(1) Orthogonalität/Unitarität

(2) Riesz-Abbildung und Adjungierte

(3) Selbstadjungiertheit und Normalität

(4) Wirkung von Transformationsmatrizen

(5) Vergleich von Innenprodukten in VR über R bzw. C
(6) Recap Tensorprodukträume

(7) Weiterführende und Forschungsthemen in der LA

(8) Die Klausuren
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Das heutige Programm

(1) Kurzwiederholung Woche 12

(2) Wiederholung, Beispiele und reell-komplex-Vergleich zu

(i) Innenprodukten

(ii) Orthogonalität/Unitarität

(iii) Riesz-Abbildungen, Adjungierten Abbildungen

(iv) Orthogonaler Diagonalisierbarkeit
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Wochenübersicht Woche 12
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Homomorphismen Euklidischer Räume / Orthogonalität

Definition 34.20 und Satz 34.21

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei Euklidische Räume. f 2 Hom(V ,W )

heißt (�1, �2)-orthogonal, wenn eine/alle der äquiv. Bedingungen gilt:

(1) �2(f (u), f (v)) = �1(u, v) für alle u, v 2 V

(2) kf (v)k�2 = kvk�1 für alle v 2 V .

(3) kf (v1)� f (v2)k�2 = kv1 � v2k�1 für alle v1, v2 2 V .

(4) Ist (vi )i2I eine orthonormale Familie in (V , �1), dann ist auch

(f (vi ))i2I eine orthonormale Familie in (W , �2).

(5) Ist v ein Einheitsvektor in (V , �1), dann ist f (v) ein Einheitsvektor

in (W , �2).
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Beispiele zur Orthogonalität

(1) In (R[t], (p, q) 7!
R 1
0 ep(t)eq(t)dt) ist p 7! t · p

(2) In (Rm⇥n, �m,n) ist die Abbildung A 7! AT

(3) In (R3[t], �) ist die Abbildung p 7! p0
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Zusammenspiel von �1, �2 und f .

Gesehen:

Für Euklidischen Raum (V , �1), ↵ 6= 0 und f↵(v) := ↵v gibt es ein

Innenprodukt �2, so dass f↵ ein (�1, �2)-orthog. Endomorphismus ist.

Geht das auch allgemeiner?
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Innenprodukte über R und C
Es sei

(V , �) ein reeller

Innenproduktraum

(V , ✓) ein komplexer

Innenproduktraum
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Komplexe Innenprodukträume reell aufgefasst

Es sei V ein C-Vektorraum (VC). Dann können wir V auch als

R-Vektorraum (VR) auffassen, und es gilt:

(1) Ist (VC, ✓) ein komplexer Innenproduktraum, dann ist

(2) Ist (VR, �) ein reeller Innenproduktraum, mit dann ist
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Orthogonalität/Unitarität

Definitionen 34.20 und 35.29 und Sätze 34.21 und 35.30

Es seien (V , �1) und (W , �2) zwei Innenprodukträume. f 2 Hom(V ,W )

heißt (�1, �2)-orthogonal/unitär, wenn eine/alle der

äquiv. Bedingungen gilt:

(1) �2(f (u), f (v)) = �1(u, v) für alle u, v 2 V

(2) kf (v)k�2 = kvk�1 für alle v 2 V .

(3) kf (v1)� f (v2)k�2 = kv1 � v2k�1 für alle v1, v2 2 V .

(4) Ist (vi )i2I eine orthonormale Familie in (V , �1), dann ist auch

(f (vi ))i2I eine orthonormale Familie in (W , �2).

(5) Ist v ein Einheitsvektor in (V , �1), dann ist f (v) ein Einheitsvektor

in (W , �2).
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Die Riesz-Abbildung und die Adjungierte

Es seien

(V , �V ), (W , �W ) reelle

Innenprodukträume

(V , ✓V ), (W , ✓W ) komplexe

Innenprodukträume
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Bedeutung der Riesz-Abbildung in der Optimierung

minimiere
1
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Berechnung der Riesz-Abbildung (und ihrer Inversen)

Hausaufgabe II-12.3

Es sei R2[t] mit dem Innenprodukt

� : R2[t]2 3 (p, q) 7!
P2

i=0 p(i)q(i) 2 R gegeben. Bestimmen Sie

(�R2[t]!R2[t]⇤)
�1

(p 7! p00(0)) 2 R2[t].
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Interpolation
Y liefert Bijel .
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V

/ :
mu
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+
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Wechsel in Koordinatendarstellung , Las Rosen ,
Bilde zurich nach Vab.

Hier dieMonombabisBbzwihre duale .

=(r) =-01] = [b] )==
-> Om"(1)=[35() 6



Selbstadjungiertheit und Normalität

Es sei (V , �) ein reeller oder komplexer Innenproduktraum.

(1) f 2 End(V ) heißt �-selbstadjungiert, wenn f = f � gilt.

(2) f 2 End(V ) heißt �-normal, wenn f � f � = f � � f gilt.
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Orthonormale Diagonalisierbarkeit

Satz 34.55

Es sei (V , �) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum.

Für f 2 End(V ) sind äquivalent:

(1) f ist �-selbstadjungiert.

(2) f ist diagonalisierbar, und es gibt es Basis aus Eigenvektoren von f ,
die �-orthonormal ist.

Satz 35.60

Es sei (V , ✓) ein endlich-dimensionaler unitärer Raum.

Für f 2 End(V ) sind äquivalent:

(1) f ist ✓-normal.

(2) f ist diagonalisierbar, und es gibt es Basis aus Eigenvektoren von f ,
die ✓-orthonormal ist.
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Orthonormale Diagonalisierbarkeit
Ein Beispiel über C

Untersuchen Sie, ob x 7!

1 0

0 i

�
x in End(C2

) bezüglich der

Standardinnenprodukte selbstadjungiert, respektive normal, ist. Ist er

orthogonal diagonalisierbar?
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A

M
i

R

Selbstadjugut ,wemA[] = Fr[]* In =** * A
-

=

[i] Also nicht selbstadjugiert .

Aber normal ,
de [10]FF2 : F2 : [i] Fr]

Das wussten wir allerdings bereits varke ,
denn A ist diagaud in deStandardbasis

und diese ist arthenormal begt des Standard innenprodukts. DerSpektralsatz
Tsagt Equivalent dusI

Siche auch Quizfrage 35
.3Didiagonal inMD:DID

Ddiagul in D=DTEDM



Orthonormale Diagonalisierbarkeit
Erweiterung von Hausaufgabe II-13.2

Untersuchen Sie, ob x 7!

2 �3

3 2

�
x in End(R2

) bzw. End(C2
)

bezüglich der Standardinnenprodukte selbstadjungiert, respektive

normal, ist. In welchen Fällen ist der Endomorphismus orthonormal

diagonalisierbar?
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&
-
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Gesehen: In End
,
(2) : Nicht selbstadjugert (A nicht symmetrisch)

Abe narmul da AFAI =**= [1 ] : AA=AIA
Spektralsatz sagt Aquivalenzaus, also ist f nicht or thonormal diagonalisierbar .

In Ende(C)? A reell ! AlsoA =A Der Check bleibt also gleich!
Damit ist f auch he I nur normal

. Hin abe Orthogonal
diaganlisebr ! Xt= (t-<P+ 9 = E- 4t+13 -

4 = 2+3i

vi = (_ i)
-= 2-3;

automatisch orthonarmul da Eigenraume 1-dimensibl

ve= (i)


