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Die Umfrageergebnisse

Interesse an:
(1) Lemma 34.16 (bereits ausgeführt)
(2) Wiederholung Bilinearformen/quadratische Formen
(3) Orthogonalität in quadratischen Räumen
(4) Visualisierung Innenprodukte
(5) Wiederholung Orthogonalität von Abbildungen Euklidischer Räume
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Das heutige Programm

(1) Wochenübersicht 11
(2) Wiederholung quadratische Formen und der Fall char(K ) = 2
(3) Wiederholung Orthogonalität in quadratische Räumen und kleiner

Vergleich (un-)endlichdimensionaler Fälle
(4) Miniquiz Normalformen von Bilinearformen
(5) „Nullteiler bei Orthogonalitätsbeziehungen“
(6) Innenprodukte, Winkel, Normen, Projektionen
(7) Visualisierung von Innenprodukten und Orthogonalität

(8) Wochenübersicht 12
(9) Wiederholung Homomorphismen Euklidischer Räume

(10) Beispiele zur Orthogonalität von linearen Abbildungen
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Wochenübersicht Woche 11
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Wiederholung quadratische Formen
Definition 32.1
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K .

(1) q : V ! K heißt eine quadratische Form auf V , wenn gilt:

(i) q(↵ u) = ↵2q(u) für alle ↵ 2 K und alle v 2 V
(ii) � : V ⇥ V 3 (u, v) 7! q(u + v)� q(u)� q(v) 2 K ist bilinear.

(2) Die Menge aller quadratischen Formen auf V bezeichnen wir mit QF(V ).

Bilineare und Quadratische Formen, Polarisationsformel für char(K ) 6= 2
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Setr)

VEBIRCVViK) = fixu , qu) = <gla ,u) and

((a+vin+v) = g(4 ,u) + y( , v) +y(v, u)+ y(r , v)
m

EBilsym (Vir,]

J
G-u+ r) ++

2

= (u +v
, a+ r)



Eigenheiten im Fall char(K ) = 2
Lemma
Es V ein Z2-Vektorraum. Dann ist jede Linearform f 2 V ⇤ eine
quadratische Form.

Beweis:

Die Abbildung q• : � 7! q� ist i. A. weder injektiv noch surjektiv.
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- 2 =0 ,
also et. Enicht.

&(v) = xf(v) =2f(u) da a=0 oder a=1

Ext
f(u+v) -f(u) - f(u) = f(u) +f(u) -f(u) -f(u) =0 x

und Oe Bilsym

sei kmit daD =2 , v = 42 : Ur := un)[5])
=> flu ,u)= au+ can + cam +buz = am + butme

zcuunJede sym .
bil

.

Fam
hat keine Mishterme ! Nicht injectiv da (i) induziert dept

Nichtsurjehtiv , da U14(2)[0]) E QF wird nicht induziert !



Wiederholung Orthogonalität
Definition 33.1
(1) Ist � 2 Bilsym(V ,V ) eine symmetrische Bilinearform auf V und q die

zugehörige quadratische Form, dann heißt (V , �) ein quadratischer
Raum über V .

(2) Zwei Vektoren u, v 2 V heißen orthogonal bzgl. �, wenn �(u, v) = 0.

(3) Der Unterraum

E?
:=

�
v 2 V

�� �(u, v) = 0 für alle u 2 E
 

heißt das orthogonale Komplement bzgl. � der Menge E ✓ V .

(4) Es sei (Ui )i2I eine nichtleere Familie von Unterräumen von V . Die
Summe

P
i2I Ui =

DS
i2I Ui

E
dieser Familie heißt eine orthogonale

direkte Summe, wenn die Summe direkt ist und Ui ? Uj gilt für alle
i , j 2 I mit i 6= j . Wir schreiben dann auch

Ë
i2I Ui .
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↳ ist zentral , ag nur ein Nebenprodukt

Symmetri entscheidend UIV ULU



Orthogonalität im Endlichdimensionalen
Es sei V ein endlichdimensionaler K Vektorraum, wobei charK 6= 2.
Dann gilt:
(1) E?

= hE i?

(2) Wenn �(v , v) 6= 0 8v 2 V \ {0}, dann ist für alle E ⇢ V
(i) E \ E?

= {0} \ E

(ii) V = hE i
Ë

E?

(iii) hE i = (E?
)
?
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"Klar
EEt Ett
↓ ↓

DaSE) : GEfivilvieEne, tieK] und f(Edivi , v) = Zig(vii)
w

=

o

Et
FtEt ,

" VeEnveEt OFf(vv) -> V =0 weenblau
-Ausgezeichnete komplementarer Ur

(E)net= 303 wegen (i)und (1) , Erzeugung feht . Die folgt mithilfe vom proje
=projprojec
)

"noch Definition.
"

wegen (ii)



Orthogonalität im Unendlichdimensionalen

Es sei V ein unendlichdimensionaler K Vektorraum, wobei charK 6= 2.
Dann gilt weiterhin:
(1) E?

= hE i?

(2) Wenn �(v , v) 6= 0 8v 2 V \ {0}, dann ist für alle E ✓ V :
E \ E?

= {0} \ E .

Aber:
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Alle Summer weiterhin endlich

Beweis amslag

Die Erzeugendeneigenschaft van <E) und Et kam verloren gehen1

EEp: (IRCE] , IPIH> SPACtdt) .

For E= Sp/p(o) =07590= o

↳
Echte

Dam is Et = [02 · Beweis: Seige Et= tqeE
unterraum

↳ Rechtsshift
1

=> o : (4, ta)St
2020

offensichtlich : E+ E+= E + IR[t]
Und : (Ef+= IRCE] + E



Miniquiz Normalformen
Es sei V ein K Vektorraum. Für welche K sind die folgenden
Darstellungsmatrizen für � 2 Bilsym(V ,V ;K ) in Normalform?

2

66664

2 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 �5 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 3

3

77775

2

66664

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

3

77775

2

66664

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 �1 0 0
0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0

3

77775

2

66664

0 0 8 0 0
1 0 �8 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 0 �4
0 0 0 1 4

3

77775

2

66664

2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

3

77775

2

66664

2 0 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

3

77775
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Zu beliebges 12

Lauper Munde
Ju for beliebiges Zu for alle auser e

O O
G O ⑧

O

&van Endo INFEdo Nit

Nein . Nichtmalsyunetisch . NF van Endomorphismen haben hier nicht zusuchen
.



Orthogonalität liefert fast immer „Nullteiler“

Es sei (V , �) ein quadratischer Raum über einem beliebigen Körper K .
Dann gilt: u ? v ist genau dann äquivalent dazu, dass u = 0 oder
v = 0, wenn �(u, u) 6= 0 für alle u 6= 0 und dim(V ) 6 2 ist.
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[

Beweis: dim (H) =0 es gibt wurden Mullehter

dim (V) = 1 => es gibt +O : V = (v) .

U(v , Bv) = < BO(vil =0 >L= 0 FB=0

um

+ 0

="Durch Kantroposition . 7 (fluuitoFuton dimeri (2)
Es

Zu + 0 j(n) +O ~dim(V)22
-

Klar
die (1)22 aber

Glu ,u)of zo, dam 7 linund Un , un und

projec a
e

&

#Owegen Linunah
.

0 A



Übersicht Innenprodukte, Winkel, Normen und Projektionen
Innenprodukt

� 2 Bilsym(V ,V ;R)
positiv definit

Winkel Norm �-Projektion
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/Geordneter Korpe

= Uluu)30 Futo

Cauchy-Schwarz

↓ ascateiert ↓&(4,v) 18 cu ,vint

↓ ars = Un]
orth

.

Anhand de

· Parallelogragluidug num
>proje

entschieden werden,

Nom van IP induziert ist

1. A .
widet II . llog

cast) Tu



Orthogonalität in verschiedenen Innenprodukten 1
Aufgabe in R2

Bestimmen Sie alle Innenprodukte �M(x , y) := xTMy mit

symmetrischen Matrizen M, bezüglich derer
✓

1
1

◆
und

✓
1
0

◆
orthogonal

sind.

x1

x2

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung LA II (Inhalts)-Wochen 11/12 13 / 19

-

0= H,1)[]) = a + c = c= -a

( Fel ~> Meataje Basemen ilinerform

1 [t) und I Orthogonal
+n =

(Pat
Fr Innenprodukteigenschaft fellt pos. def. also positiviteit

2 as 0=a-
Fetig ,

dem => a (Gy+



Orthogonalität in verschiedenen Innenprodukten 2
Aufgabe

Bestimmen Sie die orthogonale Projektion von
✓

1
1

◆
auf

✓
1
0

◆
bezüglich

�M(x , y) := xTMy mit M =


1 0
0 2

�
.

x1

x2
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2
13
-

U
-

4 Warum Ostat =?

projuil=to
(8) = =(8) =(0)40[i] to)

=

Proj

i Aber proj( %) =/

... m [i]()() =

(1 = 5(1)
--

Proj
# (1)



Frobenius-Innenprodukt (Beispiel)
Definition/Lemma
Seien m, n 2 N. Auf Rm⇥n ist

�m,n(A,B) := Spur(ATB)

das sogenannte Frobenius-Innenprodukt.

Welche Form hat proj�n,nIn
(A) für n 2 N und A 2 Rn⇥n?
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Symmetric: Spur(ATB)

/ =Spur (ATBI)
=

Spur (BTA)
-

↳Bilin ~
M

G fur in und rektorsizungvan AB
-

posduf : Spur)AB)= hijbij
= Spur()= zzaij] ~

S
um

SkulierteSpur aufdie Draganale



Wochenübersicht Woche 12
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Induziert
quadratihe Rume k= IR Eklidische Rume

- Riesz-Abbilaf
-

Vip) be K Uposc (Innenproduct ↑: V ->
*

HomomorphismenHauden . Spezialisi 7 v - f( -, v)

/sind 1

Vermglicht
L U"Orthogance Abhill dayen ! Adjungiete Abbilday"lin

. Isometricn"

=> Injektiv su foW->Vwenf: -W

= Langenerhalteg ere "Irenproduktabhaufige
E Absteuserhaltung Biden primale Darstelluf

U

=> EWESI1]
der dualen Abbildung

I ↓

Orthogonale Gruppe Bild (f) - e(f)t in V

If eArt(G) /forthogonal? = O(VI8) Bild (fo= keff) in w

(AEO(VD(det()=13 = So(VU) --


