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Die Umfrageergebnisse

Was soll in der Plenaribung vorrangig behandelt werden?

Antwort
Wiederholung von Skriptinhalten ~ Ansehen
Erklarungen zu Skriptbeispielen  Ansehen

Lésungen der Hausaufgaben  Ansehen

Nicht beendet oder nicht gezeigt

Gesamt(Brutto)

Interesse an:

Anzahl

6

1

0

14

21

Brutto-Prozentsatz

27.27%

4.55%

0.00%

63.64%

100.00%

Welche Anmerkungen oder Fragen haben Sie zur Veranstaltung oder ihren

Inhalten?

Antwort Anzahl  Brutto-Prozentsatz
Antwort  Ansehen 5 22.73%
Keine Antwort 3 13.64%
Nicht beendet oder nicht gezeigt 14 63.64%
Gesamt(Brutto) 22 100.00%

(1) Lokalen Minimalpolynomen / maximalen Vektoren

2
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Lemma 29.7 (A-invariante komplementdre Unterrdume)

(2)
(3) Algorithmischer Bestimmung der Frobenius-Normalform (FNF)
(4) Visualisierung von Normalformen
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Das heutige Programm

(1) Wocheniiberblick

(2) Wiederholung und Beispiele zu lokal annulierenden Polynomen und
maximalen Vektoren

3
4

(3) Zusammenhang Begleitmatrizen und zyklische Vektoren
(4) Erinnerung: Normalformen

(5) Wiederholung Frobenius-Normalform (FNF)

(6) Vor- und Nachteile FNF

(7)

(8)

(9)

FNF in Spezialfillen mit ,Struktur"
Wiederholung Fundament der FNF - Lemmata 29.6 und 29.7
Algorithmische Bestimmung der FNF
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Lokales Minimalpolynom

Definition 29.2
Es sei K ein Korper. Es sei A € K"*" fiir n € Ng und x € K".

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom pi4 . # 0 geringsten
Grades mit der Eigenschaft pua « € Jax heilt das (lokale)
Minimalpolynom von A bzgl. x. “\\
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Lokale Minimalpolynome und maximale Vektoren 1
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Was sind die lokalen Minimalpolynome bzgf’der Elemente der
kanonischen Basis? Wie sieht die Menge der maximalen Vektoren aus?
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Lokale Minimalpolynome und maximale Vektoren 2

Behauptung:

Es sei K ein Korper, n € N und A € K"™N_Dann beinhaltet jede Basis
einen maximalen Vektor bzgl. A. ‘\%(Q,Q(L\

pa
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Begleitmatrizen und zyklische Vektoren

Lemma (Hausaufgabe 11-9.4)

Es sei n € N, K ein Kérper und A € K"*". Dann sind dquivalent:

(1) pa=xa WD Tk G0 Lty

(2) Aist dhnlich zu C,, & (4. °;>

(3) Es gibt einen Vektor x € K'mit (x, Ax, A2x,... A" 1 x) = K"
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Storyline Normalformen (Wiederholung)

Fiir n-dimensionale VR V kann f € End(V') durch Basiswahl durch
A € K™ dargestellt werden.

Alle Darstellungsmatrizen sind dhnlich, Ahnlichkeitstransformationen
entsprechen Basiswechseln.

Basiswahl/-wechsel beeinflusst die Struktur der Darstellungsmatrix.
Wir wiinschen uns Blockdiagonalstruktur der Darstellungsmatrix.

Der Bestfall (Diagonalform) ist nicht immer erreichbar.

Frage: Gibt es Blockdiagonalformen, die immer erreichbar sein?

Ja, die Frobeniusnormalform
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Frobenius-Normalform (FNF) (Wiederholung)

Definition Frobenius-Normalform

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Np. Die zu A dhnliche,
eindeutige BIockdiagonaIma&rix/J
/ 'l A /\__: % k .
[Co§ =T R
C

P2

icht-konstanten Polynomen
fir j=1,...,k — 1. heift

aus Begleitmatrizen C,, zu normierten

P1s-- Pk, k € Nmit p1 = pa und'pji1 | pj
die Frobenius-Normalform.
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Erkennen einiger FNF (Warmup)

Welche der folgenden Matrizen sind in Frobenius-Normalform?
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Pros / Cons der FNF

Pros Cons
o Eindeutige Existenz fiir jeden @ Kann nur aus einem Block
Endomorphismus bestehen
o Erlaubt Ahnlichkeitstest @ Stimmt i. A. nicht mit der

@ Minimalpolyom direkt ablesbar Diagonalform iiberein

@ Berechnung per Hand kann
aufwandig werden
(algorithmisch kein Problem)

@ Genauer: Alle Invariantenteiler
ablesbar, daher
charaktersistisches Polynom
leicht berechenbar
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Strukturausnutzende Beispiele fiir Frobenius-Normalformen

Was sind die Frobenius-Normalformen folgender Matrizen aus R**4?

-
96=<éfl)3(6,2) %=l é—[)?(_fézl)z x= (é—()(é,?) 7/{‘(5‘2)2{6—?)

p-—(é~:52%—7,) pe ) = ) Y
1000 [1L000] [10O00O 4 -1 -2 3
01 10 01 0O 01 0O -1 5 2 -4
o010 o020 |oo1o0 01371
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 2
\ V2 L
F@:}{ ] [3% a% [ f (
1 G 0 =
A
MH%‘)%? #«Ha{zy;e T
4
wiel (- noast 2 ‘MH\Q‘YX ekt o

ek 6~y o o i

@®®® Georg Miiller (Heidelberg Universi ty) Plenariibung LA Il (Inhalts)-Wochen 09 14 / 19



Fundament der FNF
Lemma 29.6

LI

Sei x € K" und pax = d aj M + A? das lokale Mlnlmalpolyno}n bzgl. x.
Dann ist der Unterraum

U, = <X, Ax, A%x, ... A9? X> [+]

ein @w mit der Basis
<
\ B ESN
Sk Oy _ (a1 P—
Lemma 29.7 = ‘Zihe.“(wn&r&\'wr &

Sei x € K" ein maximaler Vektor bzgl. A mit d = deg(uax)- Erganzen wir
Basis By von Uy zu irgendeiner Basis B = (x1, ..., Xd, Xd+1, - - - s Xg)von K"

und definieren die Linearform £ durch &£(x;) = d;4, dann is
urch () = . >&>Hmﬁ
W= {weK"|¢{A w)=0firallej=0,...,

d-1}
wa_wymrgder Dimension dimw = n— d und erfiillt
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Algorithmus zur Bestimmung der FNF i. A.(R‘&s""‘“&‘{' wf:“)‘
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Beispiel zur algorithmischen Bestimmung einer FNF (1)

=1y
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Das finden wir auch algorithmisch heraus.
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Beispiel zur algorithmischen Bestimmung einer FNF (2)
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Bestimmen maximaler Vektoren

Das Bestimmen maximaler Vektoren fiir A € K"*" ist keine triviale
Aufgabe. Zwei Moglichkeiten sind:
(1) Heuristisch: Man untersucht fiir alle Polynome ecdlil,
o /
{p € K[t]| deg(p) < pa, p ist normiert, p | pia}

den Kern(p(A)) und sucht ein Element aus, das nicht in der
Vereinigung dieser Kerne liegt.

(2) Man verwendet einen effizienten Algorithmus aus M. Geck. ,,On
Jacob's construction of the rational canonical form of a matrix".
The Electronic Journal of Linear Algebra 36.36 (2020), S. 177-182.
DOI: 10.13001/ela.2020.5055, der auf dem Euklidischen
Algorithmus und Basistransformationen basiert.
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