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Die Umfrageergebnisse

Interesse an:

(1) Idealen

(2) Algebren

(3) Erzeugung
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Das heutige Programm

(1) Wochenüberblick

(2) Wiederholung und (Nicht-)Beispiel Algebren

(3) Strukturzusammenspiel in Algebren

(4) Wichtige Eigenschaften von Matrixpolynomen

(5) Wiederholung und Bspl. Ideale

(6) Bezug Ideal/Faktorringe

(7) Übersicht Faktorkonzepte und Erzeugung

(8) Stabilität von Idealen

(9) Wiederholung und Bspl. Cayley-Hamilton und Minimalpolynome

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung LA II (Inhalts)-Wochen 08 3 / 15

Ja

It
JC



Wochenüberblick
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Wiederholung Algebren

Definition
Eine Algebra (A,+, ·, ?) über K ist eine Menge A mit inneren und

äußeren Verknüpfungen, so dass gilt:

(1) (A,+, ·) ist ein K -Vektorraum.

(2) (A,+, ?) ist ein Ring.

(3) Die Verknüpfung ? ist verträglich mit der S-Multiplikation:

(↵ · a) ? b = ↵ · (a ? b) = a ? (↵ · b)

für alle ↵ 2 K und a, b 2 A.

Behauptung:
Man kann jeden Vektorraum (V ,+, ·) zu einer Algebra ergänzen.
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Additivitat
(a+b)x = a =C+b=C

= Assoziativittvan*, Distributingesetze

*(9, b) = = (a ,2b)
a . "Ca

,b) *

Homogenitat beider
Aquivalent zu (5): ist bilinear Eingange

Ja .
* als Nullabbildung nehmen

:
Keine InteressanteStruktur .



Beispiel einer Nicht-Algebra (Danke an Anna Schilling)

C als C Vektorraum mit komponentenweiser Ringmultiplikation
Wir betrachten

C := {a+ bi | a, b 2 R}
+: (a+ bi , c + di) 7! (a+ c) + (b + d)i

· : (a+ bi , c + di) 7! (ab � bd) + (ad + bc)i

? : (a+ bi , c + di) 7! (ac) + (bd)i

Re

Im
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(l+17
-- ↓

I unitre,bliche e f *
mutatee

↳ f
i . (ii) = i .

(i) = i . i = -1
x =

y

&.*- -- - -

*(ii , i) = = ( -1 , i) = 0 iii) ↑.IEdi&Y
- = a +bi:->↑

=-(iii)
= nicht bilinerkeine Algebra

Rotation und Achserweise multiplicatio
Damntieren night



Zusammenspiel der Vektorraum- und Ringeigenschaften

Lemma:
Jede endlichdimensionale, nullteilerfreie und unitäre (assoziative)

Algebra (A,+, ·, ?) ist eine Divisionsalgebra.

Beweis:
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- In AKSO) gibt es Inverse
laber eutl . Kale komutatio.Yut)

Es gibt 1eAbzyl.*. Nulltellerfreiheit bedeutet
,

dass *b +0 FabeAkol-

Ringeigenschaft
Also ist fo : a ab

sind injaktive Endomorphispen auf A
fa : blab
- Afor abe Also]

eneart Abbildy Vektorrauegeusdafte
ge Defdevertraglich ↓

A endlichdimensional
tafs auch Surjektiv <Dimensinassatz)

=> FacAlo] 56 :

a sta Ringegenschaft



Matrixpolynome (Einsetzung, Ähnlichkeit, Eigenwerte)

Es sei K ein Körper, V eine n � dim K -Algebra, p 2 K [t], f 2 End(V ).
Einsetzung
Es ist in K [t]: (t � a1)2(t � a2) = t3 � (2a1 + a2) t2 + (a2

1 + 2a1a2) t + a2
1a2.

Sind die Algebraeinsetzungen in beide Darstellungen gleichwertig?

Ähnlichkeit
Wenn A,B ,T 2 K n⇥n mit B = T�1AT , was gilt dann für p(A) und p(B)?

Eigenwerte
Wenn � 2 K f -EW zu v 2 V ist, was wissen wir dann über p(f )?
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-a ,
es treten nur Potenzen von A auf , diese kauertiren unteilender

,

dem *Al =Ah = AAU 1Assoz .]

Fur alle Potenzen ist Bh = /"AT) =↑ "AnT
. Ligh Distributinizitgif

p(B)=anBEAT"PC

Es ist pla)(v= Eauf"(c) = Zar = Lanzalv = plu
Also ist~En zum EW p() furpr



Wiederholung Ideale

Definition 27.1
Es sei (R ,+, ·) ein Ring.

(1) J ✓ R heißt ein Ideal von (R ,+, ·), wenn J ein Unterring von R ist

und zusätzlich gilt:

R J ✓ J und J R ✓ J

(2) Ein Ideal (J,+, ·) von (R ,+, ·) heißt echt, wenn J ( R gilt.

Sind folgende Mengen Ideale?

(1) {A 2 P(N) | 2 2 A} in (P(N),4,\)

(2) {p 2 Q[t] | p(�3) = 0} in (Q[t],+, ·)

(3) AR2⇥2
in (R2⇥2,+, ·), A 2 R2⇥2
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(7 , +) Untergruppe ,

↓ Z ist mult. abgeschlosen

-
implizivert

Nein , 17,) schon keine Untergruppe
da INAIN = 0

J
, 15 ,+) ist UG we

Ihretimber hinreichend p . q(-3)= p(-3)-q(3) =0 -q(3)

Untergruppe
Kaur .

= O

Reditsseitg (A . R .REACR .Mr ,
Links · CDEREBsd.

CAD= AB A= 18%)
D = I()-> CA=ABC (G)



Ideale ermöglichen Faktorringe

Erinnerung: Faktorgruppen
Es sei (G ,+) eine Gruppe und N ✓ G ein Normalteiler. Dann heißt

G /N := {[a] = a+ N | a 2 G} mit [a]
⇠
+ [b] := [a+ b]

die Faktorgruppe von G bzgl. N.

Definition: Faktorring
Es sei (R ,+, ·) ein Ring und J ✓ R ein Ideal. Dann heißt

R / J := {[a] = a+J | a 2 R} mit [a]
⇠
+[b] := [a+b], [a]⇠· [b] := [a ·b]

der Faktorring von R bzgl. J.
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a + N= N +a KaeG

↓

-

Wohldefinietheit
Tak

= N
&

Gr br-b2) +N& JF[b] an+ bu] : an + bu + N = an-artaz +be - but be + N = an-artan +/
- a... = N+az+ by =

-
= an+by + N = Caz +32]

+bz

Wohlduf ausabeische -
Gr

[an]=[bij = anbe+z = anbe-anbztabe-azbztabz+] =

- an b)+aba&



Vergleich Erzeugung

Erinnerung: Erzeugte Untergruppe
Es sei (G ,+) eine Gruppe. Dann ist die von E ✓ G erzeugte Untergruppe

hE i :=
\�

U
�� (U,+) ist Untergruppe von (G ,+) und E ✓ U

 

=
� nX

i=1

ai
�� 9n 2 N0 8i = 1, . . . , n (ai 2 E [ �E )

 

Wiederholung: Erzeugtes Ideal
Es sei (R ,+, ·) ein Ring. Dann ist das von E ✓ R erzeugte Ideal

(E ) :=
\�

J
�� (J,+, ·) ist Ideal von (R ,+, ·) und E ✓ J

 

=
n nX

i=1

ai
��� 9n 2 N0 8i = 1, . . . , n

�
ai 2 E [ �E [ R E [ E R [ R E R

�o
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z Unterstruhte ,

↑
Definition kausistent , Schnittstabilitat ↑
I

-Faktarstruktu Darstellungen
Intuitiv

"alle zulissigen↓ vehipfages"



Übersicht: Erzeugung in Abschlusssystemen

Struktur Unterstruktur Faktorstruktur

Gruppe
(G ,+)

Untergruppe. E ✓ G erzeugt�Pn
i=1

ai
�� ai 2 ±E

 Normalteiler. E ✓ G erzeugt

Ring
(R,+, ·)

Unterring. E ✓ R erzeugt Ideal. E ✓ R erzeugt
nPn

i=1
ai

��� ai 2 ±E[ER[RE[RER
o

Körper
(K ,+, ·)

Unterkörper. E ✓ K erzeugt

Vektorraum
(V ,+, ·)

Unterraum. E ✓ V erzeugtnPn
i=1

↵i vi
��� vi 2 E ,↵i 2 K

o Unterraum. E ✓ V erzeugtnPn
i=1

↵i vi
��� vi 2 E ,↵i 2 K

o

Algebra
(A,+, ·, ?)

Unteralgebra. E ✓ A erzeugt
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a+ N = N +g()Normal.
J

EX

g
+ 2 - g
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.

= ((g+E-g(g+)

Eag /SijE]
Macht keken Sin
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aijibre- It

&

Injectiv ,
schon als Ring& bre + 0

hat nur triviale Ideale

=

Algebra-Ideal : Unterreur in Ax .

Ideal in Ati

&j , bij] Ed: /a: EvAvEA
... )



Verknüpfung von Idealen

Es sei (R ,+, ·) ein Ring und J1, J2 zwei Ideale. Welche der folgenden

Mengen sind (wann) Ideale?

(1) J1 [ J2

(2) J1 \ J2

(3) J1 + J2

(4) J1 · J2

(5) J1 \ J2

(6) J1 · R
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↳ g. aw
. 572 v72 Ets ja de VG

Struktur

Klar

- Ja

- Nichti . A
. 7 . B

. TCE] : In : (2, t) , 72 = (3
, t)

[t(7152) aber to Fitz
↳ Oliegt nicht drin

2e(ie
= [ jr/je7 , weRY G wean R uniter ,danja .

saust unklar



Wiederholung Cayley-Hamilton und Minimalpolynom

Satz 26.1 (Version für Matrizen)
Es sei K ein Körper und A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Dann gilt f�A(A) = 0 2 K n⇥n
.

Lemma 28.1
Es sei K ein Körper. Es sei A 2 K n⇥n

für n 2 N0. Die Menge

JA :=
�
p 2 K [�]

�� ep(A) = 0
 

ist ein Ideal in K [�] ungleich dem Nullideal.

Definition 28.2
Es sei K ein Körper. Es sei A 2 K n⇥n

für n 2 N0.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom µA geringsten Grades mit

der Eigenschaft µA 2 JA heißt das Minimalpolynom von A.
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Beispiele für charakteristische und Minimalpolynome

Was sind die charakteristischen und Minimalpolynome der folgenden

Matrizen?

2

4
1 0 0

0 2 0

0 0 3

3

5

2

4
1 0 0

0 2 0

0 0 2

3

5

2

4
1 0 0

0 2 1

0 0 2

3

5
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< SAT
2

* = ( - 1) A -2)( -3)z :(- x(-2) X = ( -y(-7)

M = z M = (t-y (t-z) m = x

M hat dieselhen Nutstellen Da Mix und c-usu
gleiche NShat und esgist
und es gibt keine Bas?
eine Basis usEV van El


