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Die Umfrageergebnisse

-/ tle Feyle

1) {ilr G071 20 [
Was soll in der Plenariibung vorrangig behandelt werden? Welche Anmerkungen oder Fragen haben Sie zur Veranstaltung oder ihren

Inhalten?
Antwort Anzahl = Brutto-Prozentsatz
Antwort Anzahl Brutto-Prozentsatz
Wiederholung von Skriptinhaiten | Ansehen ! Tass e
Antwort | Ansehen ! 4%
Erklarungen zu Skriptbeispielen  Ansehen o 0.00%
Keine Antwort 1 7.14%
Lésungen der Hausaufgaben | Ansehen o 0.00% Nicht beendet oder nicht gezeigt 12 85.71%
Nicht beendet oder nicht gezeigt 12 85.71% Gesamt(Brutto) " 100.00%

Gesamt(Brutto) 13 100.00%

Interesse an:
(1) Idealen
(2) Algebren
(3) Erzeugung
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Das heutige Programm

(1) Wocheniiberblick

(2) Wiederholung und (Nicht-)Beispiel Algebren j
(3) Strukturzusammenspiel in Algebren A
(4) Wichtige Eigenschaften von Matrixpolynomen

(5) Wiederholung und Bspl. Ideale

(6) Bezug ldeal/Faktorringe '&
(7) Ubersicht Faktorkonzepte und Erzeugung

(8)
(9)

9) Wiederholung und Bspl. Cayley-Hamilton und Minimalpolynome}cf&

—_

Stabilitat von Idealen
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Wocheniberblick
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Wiederholung Algebren

Definition

Eine Algebra (A, +, -, x) iliber K ist eine Menge A mit inneren und
auleren Verkniipfungen, so dass gilt: ,_fw{“\“%\"g‘
(1) (A,+,-) ist ein K-Vektorraum. (abhe = axcabiee

(2) (A,+,*) ist ein Ring.& A%'*MP"H‘**"“M"‘\DF&HMM%Q
(3) Die Verkniipfung « ist vertraglich mit der S-Multiplikation:
*éxq,b) = (a-a)xb=a-(axb)=ax(a-b)= 4;(4[0(9
I

fir alle « € K und a, b € A. ‘*'"‘qul’) N \%maw}ﬁ_}_ ke

heptekark 15 ()2 3¢ b Lili s P
Behauptung:

Man kann jeden Vektorraum (V/,+,-) zu einer Algebra erganzen.

KU SO \)o\\GU/(\\JQﬁ buadin . Lelar lcherannsdhe Rlealie,
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Beispiel einer Nicht-Algebra (Danke an Anna Schilling)

C als C Vektorraum mit komponentenweiser Ringmultiplikation

Wir betrachten (I
Wl C:={a+bila,beR} — au.'{bc\\?/(

GV | +: (a+bi,c+di)— (a+c)+ (b+d)i <= va-vww
-2 (a+ bi,c+ di) — (ab— bd) + (ad + bc)i ’ p(é]
=

*: (a+ bi,c+ di) — (ac) + (bd)i

se uidd Liltoy Slokg /Ud?bw\

Polotnae sk SCacc ey Weu I-&:\!\Mk—g
houcotterca, Lol
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Zusammenspiel der Vektorraum- und Ringeigenschaften

Lemma:
Jede endlichdimensionale, nullteilerfreie und unitére (assoziative)

Algebra (A, +, -, x) ist eine Divisionsalgebra.c< | A\gdz Y e -foote
Beweis: (obor el Laioa Kau«uf«{\\.ﬁs{.>

ES gk feh Ly,&\_ x Voliellrfeoet- Lalael , doy usb #0 Yak eANG0)
EI%Q%&M

ASASY !
b it Biobuaqopie a«é A

fat bi—2axb aioe A\Go]
Lhece ALl L Vielecoutan <8y €24

A eud W dlodiyacad) = £, el &;UJLHV ( Dl esgresntak )
D Yae ASu] ITL: qeebeA =3 P*‘a':a*@ti&%(—/—

"l\c_ 1 ! ~) c
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Matrixpolynome (Einsetzung, Ahnlichkeit, Eigenwerte)
Es sei K ein Korper, V eine n — dim K-Algebra, p € K|[t], f € End(V).
Einsetzung
Esist in K[t]: (t — a1)?(t — a2) = t3 — (2a1 + a2) t? + (a3 + 2a1a2) t + a%ao.
Sind die Algebraeinsetzungen in beide Darstellungen gleichwertig?

For e Yeokew wr leno. wn Ao ol lowsstyer vfeeledy

do, RS =R = g ()

Ahnlichkeit
Wenn [ﬁ(B T € K™ mit B= T AT, was gllt—?anﬂr p(A) und p(B)?
e _ =
For o Mm};?}‘uq R~ g ((‘ ,&;r) T_ AT ‘*’&‘* PtV et

6(8\ Zﬂa ?_Ou“'*A"T T"@ ,(_ T=T P(A)\

Eigenwerte
Wenn A € K f-EW zu v € V ist, was wissen wir dann iber p(f)?

s P(*(-)(V): (LZQL,_%&)(\/) = Zor&;(«‘)‘/ = (’Z qL‘?A) v E 'DCR)V

Mso - v BY 2o BL %) fac e 2
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Wiederholung Ideale

Defm-ltlon 27.1 o @) e ,
Es sei (R, +, ) ein Ring. b 3k wolt. 0%)@45“1
(1) J C R heift ein Ideal von (R, +,-), wenn J ein Unterring von ist_,,
und zusatzlich gilt:
RJCJ und JRCJ P pres e

(2) Ein Ideal (J,+,-) von (R,+, ) heift echt, wenn J C R gilt.

Sind folgende Mengen Ideale?

(1) {Ae P(N)|2 € A} in (P(N), A, N) Welu, (F,4) shoc, Leeduee Uisegepe
du Nan = &

(2) {p € Qlt]|p(=3) =0} in (Qt], +,°) 3my, ([3+1) 5t V8 e

Hnrhabe toccdhend Poo Y= pPec) s ac
(3) AR2><2 in (]R2><2,+,'), AERZC‘i‘Sr o '&Vowﬂ_ P ¥ 3’):0'21’ '9

Qedisse ) CAD=AT A\
D (e RRe Ay Ol vePeREE st SAD=AT Al
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Ideale ermdglichen Faktorringe et = e Yae &,

L
Es sei (G, +) eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Dann heilt

Erinnerung: Faktorgruppen

G/N={lal=a+N|lac G} mit [a]i[b] =[a+ b]

: vy TEK
die Faktorgruppe von G bzgl. N. N sl NSURA’&"}FN
[a3 DL~ Pt) = datbadt 0= Aamtigtag Hemby 4 +10 = Qrageay YLy +0
-+~
o~ \renaly oty an Cmt] R

Definition: Faktorring
Es sei (R,+, ) ein Ring und J C R ein Ideal. Dann heift

R/J={[a]=a+J|ac R} mit [a]T[b]:=[a+b], [a]~[b] = [a-b]
Lotdut/ m«g =

der Faktorring von R bzgl. J. ‘

[o"zf\r&{(: 0”'&4*% = /Ibﬂ —qofh = O’AL‘Z "01l‘71 'fa'-)% +4=
:Wig-@%ﬁ tak 43 = gk, +F
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Vergleich Erzeugung

Erinnerung: Erzeugte Untergruppe &— Uu:(-tyn\-@f.k,(
Es sei (G, +) eine Gruppe. Dann ist die von E C G erzeugte Untergruppe

(E) = m{U | (U,+) ist Untergruppe von (G,+) und E C U}

7 .
:{Za;]ﬂneNoVizl,...,n(a,-€EU—E)}
i=1 A

Deffestoon lougietad | Hectiditifat !
Wiederholung: Erzeugtes Ideal &— Tolde qbeedifers Oew
Es sei (R, +,-) ein Ring. Dann ist das von E C R erzeugte Ideal [efuN'v

\Y " alle. e
(E) = ﬂ{J | (J,4+, ) ist Ideal von (R,+,-) und E C J} q((/i::’ fi??'
& ¢

{3

i=1

IneNgVi=1,...,n(a € EU —E URE UER U RER)}
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- . ) . Q= N+ = (et
Ubersicht: Erzeugung in Abschlusssystemen & 3 “pa 0 Yged
Struktur ‘ Unterstruktur ‘ Faktorstruktur
Untergruppe. E C G erzeugt Normalteiler. E C G erzeugt
Gruppe {Xi,ai|ai e £E} iz -Go”:a ,q et g 663
(G, +) Poouegfuh 1, ~<§g+E—q)geG>
Unterring E C R erzeugt Ideal. E C R erzeugt
Ring {0, ai| ai € +EUERUREURERY)
(R7+7') EZ d‘ o Q:é eiE g
Unterkdrper. E C K erzeugt T‘(MM 8. \(BTMoWu v
Korper pa Tms Q:L“\L’"-‘?’eiE l\-\d‘ﬁl’k‘v ow R W
K7 +, - B T ~
( ) Z l\ b!l ZIL Ll‘_l .-_eo \A.r(\- Wnr *(ckhb\h \d@((e
Uftefraum. E C V erzeugt | Unterraum. E C V erzeugt
Vektorraum {Z/:1 Q; v ‘ vie E,a; € K} 1 {27:1 Q; Vi ‘ vie E,a; € K}
(V7 -+, ) G—_
Unteralgebra E C A erzeugt Ayl ~\okee| * Uedbesrats b de
Algebra g Z £ v det A Adp
A7 sy 7< =
(A +,%) *-q{‘olet Or ee§ ?Za;q:\OGGEUAUN...Z

@®DSO Georg Miiller (Heidelberg Unnversnty)

Plenariibung LA |1

(Inhalts)-Wochen 08 12 / 15



Verkniipfung von |dealen

Es sei (R,+, ) ein Ring und J;, J» zwei Ideale. Welche der folgenden
Mengen sind (wann) |deale?

1) hUdy = aqolw. Z.C ey, B V&
(1) hUL = gotw, $.&6H v d &F, W Y e
(2) hnbh & Yue

(3) h+h& Fn

(4) -y & VEAA 38 ZTEL: 30" (R0E) (3, 5(3E)

tel3.iz,)dbv 04 2o
(5) s\ Lo Ohgh W detn A K . ) & <o

% €€
(6) h-R T 1 {eqireRS @ tme € udtar
St vuldes
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Wiederholung Cayley-Hamilton und Minimalpolynom
Satz 26.1 (Version fiir Matrizen)
Es sei K ein Korper und A € K™<" fiir n € Np.
Dann gilt xa(A) =0 € K™".

Lemma 28.1
Es sei K ein Korper. Es sei A € K"*" fiir n € Ny. Die Menge

Ja={pe K[\ |p(A) =0}
ist ein Ideal in K[\] ungleich dem Nullideal.

Definition 28.2
Es sei K ein Korper. Es sei A € K"*" fiir n € Np.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 4 geringsten Grades mit
der Eigenschaft pa € Ja heit das Minimalpolynom von A.
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Beispiele fiir charakteristische und Minimalpolynome

Was sind die charakteristischen und Minimalpolynome der folgenden

Matrizen?
1 00
0 20
0 0 3

% E08Y €Y aspakd  rteeqed”

pe Hoed) g
s dtelhon Volbeyy Do, pl % el C/,"”&"\
glede Wolok vk 2 g% -
yuw & Ei[éc
. leefoa M
Car fheaty w5/ e B
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