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Die Umfrageergebnisse

Interesse an:
(1) Visualisierung und Anwendungen für/von der Determinante
(2) Visualisierung und Anwendungen für/von Eigenwerte(n)
(3) Praktischer Bezug der Inhalte
(4) Wiederholung Diagonalisierbarkeit
(5) Intuition zur Spur und invarianten Unterräumen
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Das heutige Programm

(1) Wochenzusammenfassungen 5,6,7

(2) Zusammenfassung Nutzung der Determinante (bisher)
(3) Visualisierung der Determinante/Volumina von Parallelotopen
(4) Flowchart Berechnung der Determinante
(5) Bestimmen „nicer“ Matrizen

(6) Exkurs zu Eigenwerten in der Anwendung
(7) Vorgehen, Beispiel und Anwendung der Diagonalisierung
(8) Wiederholtes Anwenden von Endomorphismen
(9) Eigenwerte von Endomorphismustensoren

(10) Ähnlichkeitsinvarianz der Spur

(11) (Re-)Motivation und Wiederholung zu Algebren
(12) Polynome und Auswertung an Matrizen
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Wochenüberblick
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Die Determinante als Werkzeug

Wofür konnten wir die Determinante bisher nutzen?

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung LA II (Inhalts)-Wochen 05/06/07 5 / 19

Profen finere Unabhngigkeit (4rn
..v3 1

. a . E deffan
..., anl =d)

Invetiebarkeit profen & invetiebar E defCA) +o)

Eigenwerteigenschaftprofen ↳ Ew E def(xF-A)=o)
Cramersche Regel (Bestimmen von Komponenten van IGS-Losugel
Vektorraume Orientieren (Det .

van Transformationsmutrizen)

-karakteristischePolynome berechnen (det(yF-f) =·Xe(x)
la/In der Analysis ↑ -

sT()

· Transformation zur IntegrationsbereichenStd=SfotIdetHd



Volumen von Parallelotopen
Bemerkung
Man hört/liest häufig: Die Determinante liefert „den Flächeninhalt eines
von Vektoren aufgespannten Parallelograms“.
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Flowchart (Programmablaufplan) Determinantenberechnung

Start Stop
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Aufgabe: Ganzzahlige Inverse bestimmen

Bestimmen Sie eine vollbesetzte ganzzahlige Matrix A 2 R3⇥3 mit
ganzzahliger Inversen A�1.
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↑ vollbesetzte "nice Matrix"
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Bedeutung von Eigenwerten in der Anwendung (Bspl.)

Beispiel: Quantenmechanik

Beispiel: Harmonischer Oszillator (Klassische Mechanik)
Masse m and Feder mit Konstante k .
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Diagonalisierung eines Endomorphismus (Wdh.)

Wie bestimmen wir, ob (bzw. wodurch) ein Endomorphismus
f 2 End(V ) mit dim(V ) < 1 diagonalisierbar ist?

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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Basis wahlen , Darstellungsmatrix bestimmen (A)

Charakteristisches Polynom bestimmen (x=(1)
Bspl .

24 .27(i)
Nullstellen beredmen (van ) ,

das sind die Ew Mi =>
nicht Idiag .

24 .27(ii)

Eigenraume bestimmen dim (Eig(t,zi)=gixi)(pgs=> nicht diag.
Basen der ER bestimmen , Basisvektoren zuTransformationsmatit

T zusammen fassen
* asse-



Diagonalisierung eines Endomorphismus (Bspl.)
Aufgabe: Matrixwurzel bestimmen
Gegeben sei

A :=

2

4
0 �2 �2
0 1 �2
1 2 5

3

5

Finden Sie eine Matrix B mit B2 = A.
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100·-10 -2 Elp3+3

113

-

Einfach, wen Adiagonalisierbaristmit Ewso

Adiagonalsieber :

T ↑ I

7 - O

AT DT =

BT DBTDiag Eiguchtoren
als

Spalten

t ↳ 2vodel ,

0

( = (2-1) (2 -A-3) +2) = (x-1[23x+2](t(A , 1) = 2
- I - x-3 (x -1)(x-2)(YA, 2) =1

Ken(I-A) = ken/) =(
,() , KenlF-A = Ken (=
( )= (i)(9 :)

Gilt : Akat EW XO =) keine Matritwurzel? Falsch : Drehuyam 180 hat Drehungum 90° als Mottwurzel!



Wiederholte Anwendung eines Endomorphismus
Frage: Wie verhält sich eigentlich f n(v)?
Es sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f 2 End(V ) sowie
v 2 V . Wie verhält sich f n(v) mit wachsendem n?
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Eigenwerte von Tensorproduktendomorphismen

Es seien V ,W K -Vektorräume und f 2 End(V ), g 2 End(W ). Dann ist

� : End(V )⌦ End(W ) ! End(V ⌦W )

f ⌦ g 7! [(v ,w) 7! f (v)⌦ g(w)]

eine Vektorrauminjektion (und ein -isomorphismus genau dann, wenn
V ,W endlichdimensional sind).

Was können wir über die Eigenwerte von �(f ⌦ g) sagen?
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①

Sind
4fig EW zu viw fr fig dam ist :

Katy en z vow fur (708)
Evow

Dennfog)(w) = f(r)0g(w) = (* yv)@1zgw) = 2/votw)
Es sind tatsichlich genau die Ew , andere hammer =714g(w)

nicht dazu . Geom . Vielfachkeit multipliziet sich
.



Zur Spur ähnlicher Matrizen

Kommutativität im Spuroperator
Für Matrizen A 2 K n⇥m, B 2 Km⇥n ist .

Die Matrixspur ist invariant unter Ähnlichkeitstransformationen
Sind A,B ,T 2 K n⇥n mit A = T�1BT , dann ist

Spur (A) = = = Spur (B)
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Spur(A)= Spur(BA)~ -

Ekmam

Denn Spur(AD)= ABebenbena) = Split inBA)
Visuell : C

OLangesumme =[ %

000 Jo O&
-

SpurT"Bi) Spor



Motivation für Algebren
Das Ziel
Wir wollen Vektoren (insbesondere Matrizen) in Polynome der Form

a0t
0 + a1t

1 + · · ·+ ant
n 2 K [t] (?)

einsetzen.

Ein Polynom der Form (?) können wir mit

a0I t
0 + a1I t

1 + · · ·+ anI t
n 2 Kn⇥n[t]

identifizieren. Warum setzen wir hier nicht einfach Matrizen im Sinne
des Ringeinsetzungshomomorphismus ein?
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K

un19 -e

al bilden
Riny mit ht :1

&
kennen wir bereits

·e Kommutative Ring! Polyuume haben wir dafur nicht definiert(Kreffizierten produktel

Was ist mit dem Untering der Diagonalmetrizen? Dann durfen wir nur

Diagonalmotrizen einjetzes + Also Algebrea noting



Wiederholung Algebra
Definition
Eine Algebra (A,+, ·, ?) über K ist eine Menge A mit inneren und
äußeren Verknüpfungen, so dass gilt:
(1) (A,+, ·) ist ein K -Vektorraum.
(2) (A,+, ?) ist ein Ring.
(3) Die Verknüpfung ? ist verträglich mit der S-Multiplikation:

(↵ · a) ? b = ↵ · (a ? b) = a ? (↵ · b)

für alle ↵ 2 K und a, b 2 A.

Behauptung:
Man kann jeden Vektorraum (V ,+, ·) zu einer Algebra ergänzen.
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Fing .= Additivitat beiderL

-Distributinges:
aF(brc)-abtatc

↳assoziativ
,
Potenzen auswertbar dem (,) Halbgruppe

* (2a , b) = = (a ,(b)
2 . (a,b)

- de↑
Homogenita

Equivalent (5): Ist biline beiden Einga eve-
* begl. VR-Struktu

Korrekt : * als die Nullfunktion definieren .

Witzlose Algebra-



Endliche Divisionsalgebren sind Körper
Lemma:
Jede endlichdimensionale, nullteilerfreie (assoziative) Algebra ist eine
Divisionsalgebra.
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Schones Zusammenspiel von Ding und Vektorrau eigenschaften.



Matrixpolynome, Ähnlichkeit und Eigenwerte

Es sei K ein Körper, n 2 N und ein n � dim K -Vektorraum V . Gegeben
sei außerdem ein Polynom p 2 K [t] .

Ähnlichkeit
Wenn A, B , T aus K n⇥n mit B = T�1AT sind, in welchem Verhältnis
stehen p(A) und p(B)?

Eigenwerte
Wenn f 2 End(V ) mit Eigenwert � 2 K zum Eigenvektor v 2 V ist,
was können wir über die Eigenwerte von p(f ) aussagen?
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R

p
= Zaiti

no
4k

(Satz 25
. 12)

Fur alle Potenzen kein ist BK= (TAt)"=T*&T
,

wegen des Distributingesetzes im Matrixring ist also

p(B) = zau B= Eau +"AT = + 1ART =TPIA)Th=0 =G

Estaea



Einsetzung in verschiedene Darstellungen von Polynomen

Es ist in R[t]:

p(t) = (t � 1)2(t � 2) = (t � 2)(t2 � 2t + 1) = t3 � 4t2 + 5t � 2.

A 2 Rn⇥n ist für n > 1 nicht kommutativ. Dürfen wir für A 2 Rn⇥n die
Auswertung p(A) mit jeder der obigen Darstellungen bestimmen?
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Kommutativitet in IRbzwIRCE]

, n

un

Ja ,
dem bei der Auswertung taucen nur Potenzen vom A auf

und die kammtieren miteinende , da

A A = Ah+1
= Al +h

~


