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Usunc Il - 13

Ausgabedatum: 8. Juli 2024

Hausaufgabe II-13.1 (Affinitit von Isometrien) 4 +1 =5 Punkte
Es seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume fiir K € {R, C} mit Innenprodukten yy, yy und
f+V — W eine (méglicherweise nichtlineare) Isometrie, also eine Abbildung, fiir die || f (u)—f (0) l,,, =
lu — 0|, fiir alle u, 0 € V gilt. Zeigen Sie:

(a) Ist K =R, dann ist f = f(0) + g fiir eine (yy, yw)-orthogonale Abbildung g € Hom(V, W).

(b) Ist K = C, dann gibt es nicht fiir jedes f eine Darstellung wie in Aufgabenteil (a).
Hinweis: Zeigen Sie in Aufgabenteil (a), dass f — f(0) schon linear sein muss und betrachten Sie die

komplexe Konjugation in Aufgabenteil (b).

Hausaufgabe II-13.2 (Selbstadjungiertheit und Normalitat iiber R) 2 + 2+ 2 =6 Punkte

(a) Untersuchen Sie, ob x x in End(R?) beziiglich des Standardinnenprodukts selbstad-

jungiert, respektive normal, ist.

(b) Essei(V,y) ein euklidischer Raum und U = (u) fiir u € V' \ {0}. Zeigen Sie, dass die Abbildungen
Sy und projé aus Hausaufgabe II-12.1 und Hausaufgabe II-11.3 y-selbstadjungiert sind.

(c) Zeigen Sie Lemma 34.52, also Folgendes:

(i) Essei (V,y) ein Euklidischer Raum. Weiter sei f € End(V) y-selbstadjungiert. Ist U C V
ein f-invarianter Unterraum, dann ist auch U+ ein f-invarianter Unterraum.

(i) Es sei (R",yp) ein Euklidischer Raum, also M € R™*" symmetrisch und positiv definit.
Weiter sei A € R™" n € Nj eine yy-selbstadjungierte Matrix. Ist U C R” ein A-invarianter
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Unterraum, dann ist auch Ut ein A-invarianter Unterraum.

Hausaufgabe II-13.3 (Selbstadjungiertheit und Normalitit Giber R bzw. C) 6 + 1+ 2 = 9 Punkte

(a) Essei (V,y) ein euklidischer bzw. ein unitirer Raum (also K € {R,C}) und f, g € End(V) zwei y-

selbstadjungierte Abbildungen sowie & € K. Zeigen oder widerlegen Sie die y-Selbstadjungiertheit
der folgenden Abbildungen i. A.:

() af+g (i) fog
(iii) f* fir k € N, (iv) fog+gof

(b) Essei (V,y) ein endlichdimensionaler unitdrer Raum. Weiter sei f € End(V) y-normal und f
habe 3 und 4 als Eigenwerte. Zeigen Sie, dass v € V existiert mit |[o||, = V2 und Ilf )l = 5.

(c) Essei (V,y) ein endlichdimensionaler unitirer Raum und f € End(V) y-normal mit f> = f4.
Zeigen Sie, dass f sogar y-selbstadjungiert ist und dass f2 = f gilt.

Fiir dieses Ubungsblatt ist keine Abgabe mehr vorgesehen.
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