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Hausaufgabe II-12.1 (Orthogonalitdt und Isometrie) 3+ 2+ 6 =11 Punkte

(a) Es sei V ein R-Vektorraum ungleich dem Nullraum und fiir « € Rsei f,: V3> v > av € V.
Zeigen Sie:

(i) Fur a € {1} und jedes beliebige Innenprodukt y auf V ist f, ein y-orthogonaler Endomor-
phismus auf (V,y).

(ii) Fir a ¢ {£1} gibt es kein Innenprodukt y auf V, so dass f, ein y-orthogonaler Endomor-
phismus auf (V,y) ist.

(iii) Fur @ € R\ {0} und jedes beliebige Innenprodukt y; auf V existiert ein Innenprodukt y»,
so dass fy (y1, y2)-orthogonal als Homomorphismus von (V, y;) nach (V, y,) ist.

(b) Esseien (V,y;) und (W, y;) zwei Euklidische Raume. Zeigen Sie Lemma 34.22, also die folgenden
Aussagen:

(i) Ist f € Hom(V, W) eine (yi, y2)-orthogonale Abbildung, dann ist f injektiv.

(ii) Ist f € Hom(V,W) eine (y;, y2)-orthogonale Abbildung und gilt zusatzlich dim(V) =
dim(W) = n € Ny, dann ist f bijektiv und f~! ebenfalls eine bijektive orthogonale Abbil-

dung.
(c) Essei (V,y) ein Euklidischer Raum und U = (u) fiir u € V' \ {0}. Die Abbildung
Suy: V-V, Sy() =ov- 2proij(v)

heifit die Spiegelung an U+.
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(i) Zeigen Sie, dass Sy ein y-orthogonaler, selbstinverserser Endomorphismus ist.
(ii) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von Sy .
(iii) Zeigen Sie, dass es fiir jedes Paar v,w € V mit ||o|]| = ||w|] und v # w genau einen

eindimensionalen Unterraum U gibt, so dass Sy (v) = w ist.

Hausaufgabe II-12.2 (Orthogonale Gruppe) 2 + 3 =5Punkte

Es sei (V,y) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum. Zeigen Sie Lemma 34.30 zur orthogonalen
und speziellen orthogonalen Gruppe, also die folgenden Aussagen:

(i) Die Menge
O(V,y) = {f € End(V) | f ist y-orthogonal} (34.13)

bildet mit der Komposition eine Gruppe.

(i) Ist V endlich-dimensional, dann ist die Menge

SO(V.y) ={f € O(V,y) | det(f) =1} (34.14)

ein Normalteiler in O(V, y).

Hausaufgabe II-12.3 (Riesz-Isomorphismus und Adjungierte) 3+ 3 + 2 = 8 Punkte

(a) Es sei Ry[t] mit dem Innenprodukt y: Ry[t]? 3 (p,q) — X2, p(i)q(i) € R gegeben. Bestimmen
Sie (T, [1]—g,[:1*) " (p > p”(0)) € Ry[t].

(b) Fir m,n € N sei auf R™*" das Innenprodukt y,, ,(A, B) := Spur(A'B) definiert.

Nun seien m,n,r,s € Nund C € R™"™, D € R™**. Bestimmen Sie die (ypm.n, yr.s)-adjungierte
Abbildung von R™*" 5 X + CX D € R™.

Hinweis: Fir Matrizen A € R™*™ und B € R™*" gilt Spur(AB) = Spur(BA).
(c) Essei (V,y) ein Euklidischer Raum sowie f, g € End(V). Zeigen Sie, dass
(i) (af)® =a(f)
(ii) (fog)®=g°0f°
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Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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