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Hausaufgabe II-8.1 (Cayley-Hamilton für Endomorphismen) 3 Punkte

Es sei 𝐾 ein Körper und𝑉 ein Vektorraum über 𝐾 mit dim(𝑉 ) = 𝑛 ∈ N. Weiter sei 𝑓 ∈ End(𝑉 ). Zeigen
Sie Aussage (𝑖𝑖) aus Satz 26.1, also dass 𝜒̃𝑓 (𝑓 ) = 0 ∈ End(𝑉 ) gilt.

Hausaufgabe II-8.2 (Ideale in Ringen) 5 + 1 + 2 + 2.5 + 1.5 = 12 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Teilmengen des dazugehörigen Rings Ideale mit
den entsprechenden Verknüpfungen bilden.

(𝑖) N in (Z, +, ·)

(𝑖𝑖) Die geraden ganzen Zahlen in (Z, +, ·)

(𝑖𝑖𝑖) Die ungeraden ganzen Zahlen in (Z, +, ·)

(𝑖𝑣) R𝑛×𝑛 in (R𝑛×𝑛, +, ·) für 𝑛 ∈ N

(𝑣) 𝐸B {𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 | die i-te Spalte von 𝐴 ist eine Nullspalte} in (R𝑛×𝑛, +, ·) für 𝑖, 𝑛 ∈ N, 𝑖 ⩽ 𝑛

(𝑣𝑖) {𝑓 ◦𝑔 | 𝑓 , 𝑔 ∈ End(Q), 𝑓 invertierbar} in demVektorraumendomorphismenring (End(Q), +, ◦)

(𝑣𝑖𝑖) {𝐴 ∈ P(𝑋 ) |𝐴 ⊆ 𝐵} in (P(𝑋 ), △,∩) für eine nichtleere Menge 𝑋 und 𝐵 ∈ P(𝑋 )

(b) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring. Zeigen Sie Lemma 27.4, also dass wenn (𝐽𝑖 , +, ·)𝑖∈𝐼 eine Familie von
Idealen mit nichtleerer Indexmenge 𝐼 ist, dann ist auch

⋂
𝑖∈𝐼 𝐽𝑖 ein Ideal in 𝑅.
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(c) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring und 𝐸 ⊆ 𝑅. Zeigen Sie Satz 27.6, also

(𝐸) =
{ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

���∃𝑛 ∈ N0 ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (𝑎𝑖 ∈ 𝐸 ∪ −𝐸 ∪ 𝑅 𝐸 ∪ 𝐸 𝑅 ∪ 𝑅 𝐸 𝑅)
}
, (27.3a)

und beschreiben Sie kurz, warum und wie sich die Darstellung in kommutativen Ringen und
Ringen mit Eins vereinfachen lässt.

(d) Es sei (𝑅, +, ·) ein unitärer, kommutativer Ring. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(𝑖) (𝑅, +, ·) ist ein Körper.

(𝑖𝑖) (𝑅, +, ·) hat genau zwei Ideale, nämlich die trivialen, die nicht übereinstimmen.

(e) Bestimen Sie ohne Beweis aber mit knapper Erklärung die unten stehenden erzeugten Ideale in
den dazugehörigen Ringen

(𝑖) (
√
2) in (R, +, ·)

(𝑖𝑖) (𝐴) für 𝐴 ∈ P(𝑋 ) in (P(𝑋 ), △,∩)

(𝑖𝑖𝑖) (𝐸) für die Menge 𝐸 aus Aufgabenteil (a) (𝑣).

Hausaufgabe II-8.3 (Cayley-Hamilton und Minimalpolynom) 0.5 + 1.5 + 1.5 + 1 + 1.5 + 1 = 7 Punkte

In dieser Aufgabe sei 𝑛 ∈ N, 𝐾 ein Körper, 𝑉 ein 𝑛-dimensionaler 𝐾-Vektorraum und 𝑓 ∈ End(𝑉 ).

(a) Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom von 𝑓 genau dann 𝜆 ∈ 𝐾 [𝜆] ist, wenn 𝑓 die Nullabbildung
ist.

(b) Es sei 𝑝 = 𝑎0+𝑎1 𝜆+· · ·+𝑎𝑛−1𝜆𝑛−1+𝜆𝑛 . Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom der Begleitmatrix

0 0 0 0 −𝑎0
1 0 0 0 −𝑎1
0 1 0 0 −𝑎2

0 0 1 0 −𝑎𝑛−2
0 0 1 −𝑎𝑛−1


mit 𝑝 übereinstimmt.
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(c) Zeigen Sie, dass 𝑓 genau dann nilpotent ist, wenn 𝜇alg(𝑓 , 0) = 𝑛, und dass dann die Ordnung 𝑙
der Nilpotenz kleiner oder gleich 𝑛 sein muss.Hinweis: Zeigen Sie, dass 𝜒𝑓 das Polynom 𝜆𝑛𝑙

teilt.

(d) Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom der dualen Abbildung 𝑓 ∗ ∈ End(𝑉 ∗) mit dem von 𝑓

übereinstimmt.

(e) Es sei 𝑓 zusätzlich invertierbar. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von 𝑓 −1 in Ab-
hängigkeit des Minimalpolynoms von 𝑓 .

(f) Bestimmen Sie die Minimalpolynome von mindestens zwei der Endomorphismen aus Hausauf-
gabe II-7.2.

Bitte reichen Sie Ihre Lösungen als ein PDF auf Mampf ein.
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