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Hausaufgabe II-8.1 (Cayley-Hamilton fiir Endomorphismen) 3 Punkte

Es sei K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N. Weiter sei f € End(V). Zeigen
Sie Aussage (ii) aus Satz 26.1, also dass y7(f) = 0 € End(V) gilt.

Hausaufgabe II-8.2 (Ideale in Ringen) 5+ 1+ 2+ 2.5+ 15 =12 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Teilmengen des dazugehorigen Rings Ideale mit
den entsprechenden Verkniipfungen bilden.

(i) Nin (Z,+,-)

(ii) Die geraden ganzen Zahlen in (Z, +, -)
(iii) Die ungeraden ganzen Zahlen in (Z, +, -)

(iv) RG™in (R™", +,-) firn € N

(v) E:={A € R™"|die i-te Spalte von A ist eine Nullspalte} in (R™",+,-) furi,n e N,i < n
(vi) {fog|f,g € End(Q), f invertierbar} in dem Vektorraumendomorphismenring (End(Q), +, o)
(vii) {A € P(X)|AC B}in (P(X), A,N) fir eine nichtleere Menge X und B € P(X)

(b) Es sei (R, +,-) ein Ring. Zeigen Sie Lemma 27.4, also dass wenn (J;, +, -);e; eine Familie von
Idealen mit nichtleerer Indexmenge I ist, dann ist auch ();¢; J; ein Ideal in R.
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(c) Essei (R,+,-) ein Ring und E C R. Zeigen Sie Satz 27.6, also

n
(E):{Zai|3neN0Vi:L...,n(aieE U -EUREUERU RER)}, (27.32)

i=1

und beschreiben Sie kurz, warum und wie sich die Darstellung in kommutativen Ringen und
Ringen mit Eins vereinfachen lasst.

(d) Es sei (R, +,-) ein unitarer, kommutativer Ring. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) (R, +,-) ist ein Korper.
(ii) (R, +, ) hat genau zwei Ideale, namlich die trivialen, die nicht iibereinstimmen.

(e) Bestimen Sie ohne Beweis aber mit knapper Erklarung die unten stehenden erzeugten Ideale in
den dazugehorigen Ringen

(l) (\/5) in (R9 +, )
(i) (A) fiir A € P(X) in (P(X), 2, N)

(iii) (E) fur die Menge E aus Aufgabenteil (a) ().

Hausaufgabe II-8.3 (Cayley-Hamilton und Minimalpolynom) 0.5 + 1.5 + 1.5 + 1 + 1.5 + 1 = 7 Punkte

In dieser Aufgabe sein € N, K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V).

(a) Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom von f genau dann A € K[A] ist, wenn f die Nullabbildung
ist.

(b) Esseip =ag+ajA+---+an_1A" 1+ A" Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom der Begleitmatrix

0 0 0-vcov-- 0 —ap
1 0. ... 0 —ay
0 1. 0-eevve- 0 -a
0 0.vvvnn. 1 0 —a,,
[0 ) 1 —ap—1

mit p iibereinstimmt.
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(c) Zeigen Sie, dass f genau dann nilpotent ist, wenn p*8(f,0) = n, und dass dann die Ordnung !
der Nilpotenz kleiner oder gleich n sein muss. Hinweis: Zeigen Sie, dass ys das Polynom A"
teilt.

(d) Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom der dualen Abbildung f* € End(V*) mit dem von f
iibereinstimmt.

(e) Essei f zusitzlich invertierbar. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von f~! in Ab-
hangigkeit des Minimalpolynoms von f.

(f) Bestimmen Sie die Minimalpolynome von mindestens zwei der Endomorphismen aus Hausauf-
gabe II-7.2.

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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