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UBuNG Il - 6 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 20. Mai 2024
Abgabedatum: 27. Mai 2024

Hausaufgabe II-6.1 (Eigenschaften der Determinante fiir Endomorphismen) 3 Punkte

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V') = n € N,. Weiter seien f, g € End(f).
Zeigen Sie mindestens drei der Aussagen aus Lemma 23.22, also der folgenden Eigenschaften der
Determinante von Endomorphismen:

(a) det(a f) = " det(f) fir alle @ € K.

(b) det(f) # 0 & f istinvertierbar < Rang(f) = n & Jede Darstellungsmatrix von f ist inver-
tierbar.

(c) det(idy) = 1.
(d) det(f og) = det(f) det(g).
(e) det(f1) = 1/det(f), falls f invertierbar ist.

() det(f*) = det(f).

Loésung.
Je ein Punkt pro Aussage, also (3 Punkte).
(a) Die Skalierung des Endomorphismus f zu af skaliert jedes Bild mit «, die Spalten jeder Dar-

stellungsmatrix A = Mgg (f) fiir eine beliebige Basis By von V sind also mit o skaliert. Die
n-Linearitit der Determinante liefert das Ergebnis.

(b) Es ist genau dann det(f) # 0 wenn jede Darstellungsmatrix von f invertierbar ist, weil die
Determinante des Endomorphismus genau tiber die Determinante der Darstellungsmatrizen
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definiert ist (was nur geht, weil diese dhnlich sind).

Das ist wiederum dquivalent zu Rang(f) = n, da Rang(f) mit dem Rang jeder Darstellungsmatrix
iibereinstimmt.

Das ist wiederum auf Grund des Dimensionssatzes dquivalent dazu, dass f invertierbar ist.

(c) Es ist det(idy) = 1, weil die Darstellungsmatrizen beziiglich gleicher Basen im Urbild- und
Bildraum immer die Einheitsmatrix sind.

(d) Nach Satz 19.8 gilt fiir jede beliebige Basis By von V

det(f o g) = det(Mp¥ (f 0 9)) = det(My" (f)) det(My (9)) = det(f) det(g).

(e) Die Behauptung folgt sofort aus der Beziehung
det(f™ = det(ME¥ (F71) = det(ME (£)™) = det(MEY (£))""

fiir jede beliebige Basis By von V unter Verwendung von Satz 19.12.

(f) Die Behauptung folgt sofort aus der Beziehung

det(f*) = det( M, (f*)) = det(MRY ()7) = det(MY (£)) = det(f)

fiir jede beliebige Basis By von V und der dazugehdrigen dualen Basis Bj, von V* unter Verwen-
dung von Satz 21.33.

Hausaufgabe II-6.2 (Geordnete Korper und Orientierung eines Vektorraums) 2+ 1.5+ 1+ 15 =
6 Punkte

(a) Es sei K ein Korper. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Ist K mit < ein geordneter Korper, dann sind die positiven Zahlen P := {x € K |x > 0}
abgeschlossen bzgl. der Kérperoperationen und fiir jedes y € K gilt genau eine der Aussagen
y=0,y€eP, —-yeP.

(ii) Gibt es eine Menge P C K, die beziglich der Kérperoperationen abgeschlossen ist, so
dass fir jedes y € K genau eine der Aussagen y = 0, y € P, —y € P gilt, dann ist K mit
X < y:© y—x€PVx=yein geordneter Korper.

Beachte: Einen Kérper konnen wir also dquivalent dariiber ordnen, dass wir die Ordnung direkt
angeben, oder dariiber, dass wir die positiven Zahlen kennzeichnen.
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(b) Es sei V ein Vektorraum mit dim(V) € N iiber dem geordneten Korper K. Zeigen Sie, dass es
genau zwei Aquivalenzklassen von gleichorientierten Basen gibt.

(c) Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber dem geordneten Korper K und V* sein
Dualraum. Weiter seien By und By Basen von V mit dazugehdrigen dualen Basen By, B von

V*. Zeigen Sie, dass By und By genau dann gleichorientiert sind, wenn es By, und BV smd.

(d) Geben Sie an, welche der folgenden Basen des R;[¢] Giber R mit der iiblichen Ordnung <
untereinander umgekehrt/gleichorientiert sind:

By = (1,141, 14t+t%), By := (141, 1, 14t+t%), Bs := (343t,2, —1-t—t%), By := (142t,3+5t% 1)

Losung.

(@) (i) Esseienx, y > 0.Dann ist xy > 0 auf Grund von der Definition, genauer (23.15b), und die
Nullteilerfreiheit im Korper leifert xy > 0. Aufierdem ist wegen (23.152) auchx+y > x > 0.
Damit sind die positiven Zahlen abgeschlossen unter den Korperverkntipfungen. Die
verbleibende Aussage folgt direkt aus Lemma 23.24 Aussage (i). (1 Punkt)

(ii) Die Reflexivitit ist in < schon direkt eingebaut. Fiir die Antisymmetrie seien x, y € K mit
<yundy < x,alsoy—x € Pundx — y = —(y — x) € P oder x = y, und somit nach
Voraussetzung (Trichotomy) x = y. Fur die Transitivitat seien x, y,z € K mit x < y und

y < z. Gilt irgendwo Gleichheit, dann folgt die Behauptung sofort, im Fall y —x € P und
z—y € Pistz—x = (z—y)+(y—x) € P auf Grund der Abgeschlossenheit unter der Addition.
Damit haben wir eine Halbordnung nachgewiesen. Dass tatsédchlich eine Totalordnung
vorliegt folgt sofort aus der Trichotomyvoraussetzung. Die Korperstrukturvertriglichkeit
folgt aus der Abgeschlossenheit von P unter Plus und Mal. (1 Punkt)

(b) Da der Korper geordnet ist, ist er unendlich. Da die Raumdimension nach Voraussetzung min-
destens 1 ist, gibt es unendlich viele Basen, man kann namlich in einer beliebigen Basis einen
beliebigen Vektor mit allen Kérperelementen ungleich Null skalieren.

Da char(K) # 2, ist =1 # 1, entsprechend kann man fiir eine beliebige Basis B einen der Basis-
vektoren mit —1 skalieren um eine weitere Basis B zu erhalten. Auf Grund der Multilinearitit der
Determinante ist dann B umgekehrt orientiert zu B, es gibt also mindestens zwei Aquivalenzklas-
sen. Beachte: Man sieht hier tibrigens auch direkt ein, dass bei Aquivalenzklassen gleichméchtig
sind.

Ist nun B eine beliebige Basis, dann ist B entweder zu B gleichorientiert und damit in deren
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Aquivalenzklasse, oder nicht, in diesem Fall ist BzuB gleichorientiert, denn es ist
By _ By ~Bvy _ By EV__‘__
det(‘%v )= det(‘%v By ) = det(‘%v )(‘7;‘/ )=(-1D-(-1) =1
(1.5 Punkte)
(c) Esist

det (gBV) = det (Mg’(idv)) = det (MSZ(idv)T) = det (Mﬁg(id*v)) = det (Mglv’(idv*)) = det ( B’{,V) .

14

(1 Punkt)

(d) Es reicht zu entscheiden, ob die Basen in der gleichen Aquivalenzklasse liegen und damit ob
sie in der gleichen Aquivalenzklasse wie die Monombasis liegen. Die Transformationsmatrizen
von den Basen B; in die Monombasis M haben besonders einfache Struktur, die Koeffizienten
koénnen wir namlich direkt in der Darstellung der Basen ablesen. Es ergeben sich die folgenden
Transformationsmatrizen, deren Determinanten wir gern bestimmen méchten:

111 111 3 2 -1 130
To=10 1 1, TP=|1 0 1|, TF=[3 0 -1, T2 =2 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 -1 05 0

Nun ist ‘7;?1 eine Dreiecksmatrix und damit ist ihre Determinante das Produkt der Diagonal-
eintrédge, also 1. In 7;,?2 ist gegeniiber By nur die erste mit der zweiten Spalte vertauscht, also
ist hier die Determinante —1. In ‘7;,?2 sind die Spalten von B, mit 3, 2 und —1 multipliziert, hier

ist die Determinante also 6. Fur 7;/?2 entwickelt man nach der letzten Spalte und erhalt die
Determinante —5. Gleichorientiert sind also B; und Bs sowie B4 und Bs. (1.5 Punkte)

Hausaufgabe II-6.3 (Eigenschaften von Eigenrdumen von Endomorphismen) 3 Punkte

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und f € End(V) sowie A € K. Zeigen Sie mindestens drei
der Aussagen von Lemma 24.7 also der folgenden Aussagen:

(a) Eig(f,A) ist ein Unterraum von V.
(b) Eig(f,A) # {0} & Aistein Eigenwert von f.
(c) Eig(f,A) \ {0} ist die Menge der zu A gehérenden Eigenvektoren von f.

(d) Eig(f,A) = Kern(Aidy — f).
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(e) Sind Ay, A; € K verschieden, dann gilt Eig(f, A1) N Eig(f, A2) = {0}.

Loésung.

Je ein Punkt pro Aussage, also (3 Punkte).

(a) Wir verwenden das Unterraumkriterium. Der Nullvektor ist in jedem Eigenraum enthalten, diese
sind also nicht leer. Fiir v, w € Eig(f, A) und o € K ist auflerdem

fw+aw) = f(v) +af(w) =0+ alw = A(v + aw)

und damit v + aw € Eig(f, 4).

(b) Per Definition ist A genau dann Eigenwert, wenn ein v # 0 mit Av = Av existiert, was genau
dann der Fall ist, wenn Eig(f, 1) # {0}.

(c) Folgt per Definition, denn die Nullausnahme entspricht genau der Mengensubtraktion.
(d) Eig(f,A) ={veV|f(v)=Av}={oveV]|Av— f(v) =0} = Kern(Aidy — f)
(e) Isto ein Eigenvektor zu A; und A,, dann ist 0 = f(v) — f(v) = 4v — Ao = (4 — A2)v und damit

A1 = A2. Im Schnitt verschiedener Eigenraume liegt also nur der Nullvektor.

Hausaufgabe II-6.4 (Eigenwerte, -vektoren und -rdume) 2.5+ 2.5+ 2 +1 = 8 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und -rdume der folgenden reellen Matrizen.

() (i) [(1, ﬂ (i)

o o8 o
SO O O

oS O O
—_ e e

1
1
1
1

S O O =
o

[
—_ e

Beachte: Wir haben noch keine Methodik, um Eigenwerte von Endomorphismen zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen zu bestimmen. Die obigen Beispiele lassen sich mit der
Definition und schon bekannten Argumenten behandeln.

(b) EsseiR" der Vektorraum der Folgen iiber R und S, S, : R — R™ der Links- bzw. Rechtsshift, also
Si(x1, %2, ...) = (x2,x3,...) und Sy (x1, x2,...) = (0,1, X, ... ). Bestimmen Sie die Eigenwerte
und deren geometrischen Vielfachheiten von S, S, sowie S;+S,. Hinweis: Sie diirfen das Wissen
aus Hausaufgabe II-2.4 voraussetzen.

(c) Zeigen Sie, dass jeder nilpotente Endomorphismus als einzigen Eigenwert die Null hat.
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(d) Es sei V ein K-Vektorraum und f € End(V). Zeigen Sie, dass wenn f? + f den Eigenwert —1 hat,
dann hat f? den Eigenwert 1.

Losung.

(a) Die Matrizen werden im Folgenden alle mit A bezeichnet.

(i)

(ii)

(iif)

Die Matrix hat Diagonalstruktur, die Eigenwerte stehen also auf der Diagonalen und sind
M=1LA =m A3 = e, Ay = 0, jeweils mit den Eigenrdumen Eig(A, ;) = (e;). Mehr
Eigenwerte kann es aus Dimensionsgriinden nicht geben. (0.5 Punkte)

Die Matrix hat obere Dreiecksstruktur. Offensichtlich gibt es also den Eigenwert links oben
in der Ecke der Matrix, also 4; = 1 mit dem Eigenraum Eig(A, 1) = (e;).

Angenommen es gibt nun einen weiteren Eigenwert 1, mit dazugehorigem Eigenvektor
(x1, x2)", dann hat dieser notwendigerweise die Eigenschaft x, # 0 und muss Ax = A;x
erfillen, also

X1+ 2x3 = Ayx; und  4xy = Ayxo,

und damit muss A, = 4 sein. Fir x, = —3 folgt dann sofort (1 — A;)x; = 6 also x; = ﬁ,
also der Eigenwert A, = 4 mit dem Eigenraum Eig(A, 4) = ((-2, -3)") Mehr Eigenwerte
kann es aus Dimensionsgriinden nicht geben. (1 Punkt)

Fir jedes Eigenpaar (A, x) muss gelten, dass
xi+xo+x3+xs=Ax; Vi=1...,4.

Zieht man diese Gleichungen paarweise voneinander ab, dann erhdlt man die Bedingung,
dass alle x; gleich sein miissen oder A = 0 sein muss. Die Matrix hat offensichtlich Rang Eins,
denn alle Zeilen/Spalten sind gleich. Der Kern der Matrix ist die Losung des homogenen
Gleichungssystems Ax = 0 und damit ein 4 — 1 = 3 dimensionaler Unterraum, also ist 0 ein
Eigenwert mit dem, iber das lineare Gleichungssystem direkt bestimmbaren, Eigenraum

1 1 1

. -1 0 0
Elg(A,O):< o I'1=1ll o >

0 0 -1

Ansonten ergibt sich nur noch der Eigenwert A, = 4 mit Eig(A,4) = (e; + e2 + e3 + e4).
(1 Punkt)

(b) Die Eigenwerte von S; und S, kennen wir bereits aus Hausaufgabe II-2.4, S; hat jeden beliebigen
Eigenwert A; € R, wihrend S, keinen Eigenwert besitzt, denn die Eigenwerteigenschaft liefert

(XZ,X3,...) = Sl(xl,xz,...) = /11(x1,x2,...)
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(©

(d)

(0,x1,x2,...) =S5 (x1, %2,...) = A (1, %2, .. .).

Das liefert fiir den Linksschift, dass x,4+; = Ajx, fir alle n € N und damit Bedingungen fiir
alle Eintrage bis auf den ersten, der frei wiahlbar ist. Fiir jedes beliebige 4; und x; € R ergibt
sich dann der Eigenvektor x;, == (x1, 4;xy, ..., )L;‘_lxk, ...) und damit fir beliebiges A; € R die
eindimensionalen Eigenraume Eig(S;, A;) = ((A"™1),cn). Fiir den Rechtsshift folgt 0 = A,x; und
damit A, = 0 oder x; = 0, in beiden Fillen ergibt sich sukzessive x,, = 0¥n € N und damit, dass
die Eigenrdume Eig(S,, A,) fiir beliebige A, trivial sind. (1 Punkt)

Bleibt die Summe S; + S, zu untersuchen. Hier missten Eigenpaare (A, x)
(x2, 31+ X3,...) = (S + $) (x) = Alx1, %z, ....)

also Ax; = xy und Ax,, = x,-1 + X41 fir n > 1 erfillen. Die Rekursion lasst sich ebenfalls fur
beliebiges A erfillen, dabei ist immer x; frei wahlbar. Der Wert von x; ergibt sich aus dem von
x; und danach ergibt sich x,1; = Ax,, — x,,—; fiir n > 2. Die Eigenrdume sind also eindimensional,
man erhilt eine Basis, indem man x; auf 1 setzt und dann die restliche Basisfolge rekursiv zu
(LA, A2 =1,A3 =21, 2% =322 +1,...) bildet. (1.5 Punkte)

Sei f € End(V) nilpotent mit Ordnung n € N, also so dass n € N die kleinste Zahl ist, so dass

f*=fo---of =0 gilt. Fiir jedes Eigenpaar (1, 0) von f gilt f*(v) = F*"1(f(v)) = f*(Ao) =
Afk=1(v) = - - - = A*v, also A" = 0, damit kann nur Null ein Eigenwert sein. (1 Punkt)

Dass Null ein Eigenwert ist, ist im Fall n = 1 trivial. Anderenfalls (n > 2) folgt aus Kern(f) = {0},
dass f nur die 0 auf 0 abbildet, und damit muss f”~! schon die Nullfunktion sein, im Widerspruch
dazu, dass n als kleinstmogliche Zahl mit dieser Eigenschaft gew#hlt wurde, also ist Kern(f) #
{0} und damit mindestens eindimensional, und damit ist 0 ein Eigenwert von f. (1 Punkt)

Im vorliegenden Fall mit dem Eigenpaar (—1,0) von f2 + f ist

F@) =P+ 0) - f () = f(f () +f(©) = f*(0) = f(=0) = f*(0) = =(f*(0) + f(0)) = 0.

(1 Punkt)

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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