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Anmerkungen zu diesem Dokument:

Fiir die Vorbereitung auf die von uns im SS 24 angebotenen Abschlusspriifungen mochten wir Thnen
gern zusitzliches Material zur Verfiigung stellen. Unten stehend finden Sie zu diesem Zweck einige
Aufgaben, deren Bearbeitung Sie in Ihre Vorbereitung einbeziehen kénnen.

Bei der Verwendung dieses Materials muss Thnen klar sein, dass es nicht méglich ist, Vorbereitungs-
material zusammen zu stellen, das hinsichtlich Umfang und Schwierigkeitsgrad fiir jede/n von Ihnen
mit den gewerteten Klausuren iibereinstimmt. Ziehen Sie Riickschliisse auf die gewerteten Klausuren
an Hand dieses Dokument vorsichtig und seien Sie nicht iiberrascht, wenn sich dieses Dokument Threr
Meinung nach in irgendeiner Komponente (Umfang, Schwierigkeit, Themenauswabhl...) deutlich von
den gewerteten Klausuren unterscheiden. Die unten stehenden Aufgaben geben vor allem Aufschluss
dartiber, wie typische Klausuraufgaben sich im Stil von den Ubungsaufgaben unterscheiden, die Sie
das Semester iiber bearbeitet haben.

Ansonsten gilt Folgendes:

« Das Layout dieses Dokuments entspricht ab der nachsten Seite im Wesentlichen dem derzeitigen
Layout der Klausuren. Seite 2 dieses Dokuments ist die Titelseite und die folgenden Seiten
gehoren immer nebeneinander.

+ Auch in den Klausuren wird es 15 Wahr/Falsch-Fragen geben. Das Bewertungsschema des
Wahr/Falsch-Fragenteils wird voraussichtlich genau dem hier vorgelegten entsprechen. Die
Gesamtpunktzahl von jeder der zwei gewerteten Klausuren wird 100 Punkte sein.

« Die ,Musterlosungen®, die wir veroffentlichen werden, sind bewusst nur als Skizzen fiir die
Selbstkontrolle formuliert. Sie entsprechen weder einer Optimallésung noch einer Minimall6-
sung.
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+ Die regulédre Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

« Das einzige zugelassene Hilfsmittel ist ein beliebig (evtl. doppelseitig) beschriebenes
DIN-A4-Blatt.

« Bei Tduschungsversuchen wird Thre Priifung mit ,nicht bestanden” bewertet.

+ Schalten Sie alle elektronischen Gerate stumm und entfernen Sie sie vom Platz.
» Legen Sie Ihren Lichtbildausweis vor sich an den Platz.

« Schreiben Sie nicht mit Bleistift und nicht mit roter Farbe.

+ Begriinden Sie Thre Antworten, wenn nichts Gegenteiliges vermerkt ist!

« Verwenden Sie fiir Thre Losung den Platz hinter der jeweiligen Aufgabenstellung. Zusétz-
liche leere Seiten (z.B. fiir Nebenrechnungen) finden Sie hinter der letzten Aufgabe.

« Sollten Sie weiteres Papier bendtigen, dann heben Sie die Hand, wir bringen es Thnen
an den Platz. Schreiben Sie auf jedes zusitzlich verwendete Blatt Thren Namen und Thre
Matrikelnummer.

« Sie diirfen Teilaufgaben beliebiger Aufgaben unabhingig voneinander bearbeiten.

(i5P.) | (10P.) | 6P.) | 13P.) | (4P.) | 16P.) | 16 P.) | (100P.)
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Aufgabe 1. (Wahr oder Falsch) 15 Punkte

Kreuzen Sie neben jeder der unten stehenden Aussagen an, ob sie im Allgemeinen, also ohne Ein-
schrankung, wahr (W) oder falsch (F) ist. In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antworten ausnahmsweise
nicht begriinden. In dieser Aufgabe soll die Giiltigkeit des Auswahlaxioms vorausgesetzt werden.

Beachte: In dieser Aufgabe sind nur Kreuze als Markierungen zulassig. Jede korrekte Entscheidung
liefert einen Punkt. Jede falsche Entscheidung liefert einen Punkt Abzug. Jede andere Konstellation
von Kreuzen wird nicht gewertet. Die Summe der Punkte und Abziige, mindestens aber Null, ist die
erreichte Punktzahl zu dieser Aufgabe. Sollten Sie einen Kasten angekreuzt haben, der doch nicht als
markiert gewertet werden soll, so farben Sie bitte den gesamten Kasten ein. Muster:

W F
(1) D Hier wird die Entscheidung ,wahr” gewertet.
(2) D Hier wird die Entscheidung ,falsch® gewertet.
(3) ﬂ Hier wird die Entscheidung ,falsch® gewertet.
(4) j D Wird nicht gewertet.
(5) Wird nicht gewertet.
(6) D D Wird nicht gewertet.

(Bi-/Dualitét) Fir den folgenden Fragenblock sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.
W F

(1) D D Fiir E C V* ist der Annihilator E° ein Unterraum von V.
(2) D D Eine Abbildung f € End(V) stimmt nie mit ihrer dualen Abbildung f* tiberein.
(3) D D Ist E € V linear abhingig, dann existiert kein v* € V* mit (v*,0) = 1fiirallev € E.

(Multilinearitét) Fiir den folgenden Fragenblock seien K ein Korper, V und W zwei K-Vektorrdume
und (V ® W, ®) ein Tensorprodukt von V und W.

W F
(4) D D V ist nicht isomorph zu V@ W.
(5) D D Der Nulltensor ist der einzige Tensor von Rang 0 in V @ W.
(6)D D Firv e V,we Wunda € Kist (av) ® w = v ® (aw).

(Eigenwerte und -vektoren) Fiir den folgenden Fragenblock sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
f € End(V).
W F
(7 D D Ist Null kein Eigenwert von f, dann ist f injektiv.
(3) D D Die Menge Eig(f, A) besteht ausschlieilich aus Eigenvektoren von f.

(9) D D Ist V endlich-dimensional und y; = (¢t - N3 € K[t], dann ist dim(V) = 3.
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(Normalformen von Endomorphismen) Fiir den folgenden Fragenblock sei K ein Korper, V ein K-
Vektorraum mit dimg (V) € N und f € End(V).
W F
(10) D D Es existiert eine Basis B von V, so dass Mg (f) eine Diagonalmatrix ist.
(11) D D Sind U und W f-invariante Unterrdume von V und V = U + W, dann kann f durch

eine Blockdiagonalmatrix dargestellt werden.

(12) D D py teilt jedes Polynom, das f annuliert.

(Innenproduktraume tiber R) Fiir den folgenden Fragenblock sei (V, y) ein Innenproduktraum iiber R
mit dimg (V) € Nund f € End(V).
W F
(13) D D Sind die Vektoren vy, v; € V jeweils y-normiert, dann ist y(v3,02) € [-1,1].
(14) D D Die Abbildung f ist genau dann y-orthogonal, wenn A(f) C {+1}
(15) D D Ist die Abbildung f y-selbstadjungiert, dann ist f auch y-normal.
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10 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit dimg (V) € N. Weiterhin seien

« Beine Basisvon V,
« B* die zu B gehorige duale Basis von V* und

« (B*)* die zu B* duale Basis von V**,

Zeigen Sie, dass (B*)* = iy (B) ist.

Losung.
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Aufgabe 3. 16 Punkte

Es sei K ein Kérper und U und V Vektorrdume iiber K. Es seien weiterhin (U ® V, ®) und (U®V, ®)

Tensorproduktraume von U und V im Sinne der abstraken Definition iiber die universelle Eigen-
schaft.

Zeigen Sie, dass ein Vektorraumisomorphismus f € Iso(U ® V;U®V) existiert, so dass ® = f o ® gilt.

Losung.
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Aufgabe 4. 8 + 5 =13 Punkte
Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V) € N und f € End(V).

(a) Zeigen Sie, dass wenn K algebraisch abgeschlossen ist und A(f) = {0} ist, dann ist f nilpotent.

(b) Geben Sie ein Beispiel von V iiber K = R mit einem nicht nilpotenten f an, so dass A(f) = {0}.

Losung.
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Aufgabe 5. 14 Punkte

Es sei K ein Koérper und A € K?*% mit Spur A = 0. Zeigen Sie, dass A? ein Vielfaches der Einheitsmatrix
ist.

Losung.
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Aufgabe 6.

Entscheiden und Begriinden Sie, welche der unten stehenden rellen Matrizen

(a) in Diagonalform vorliegen,

(b) in Jordan-normalform vorliegen,

(c) in Frobenius-normalform vorliegen,

3+ 5+ 5+ 3 =16 Punkte

und erklédren Sie, fiir welche von ihnen Sie nicht notwendigerweise alle Eigenwerte ablesen kénnen.

[2 0 0 0 0 O] 2 1 0 0 0 O] [1 2 0 0 0 O] [0 0 0 0 -1
002 00 0 0 02100 0 01 2 00 0 1.0 0 0 -5
00 2 0 0 0 002 10 0 00 1 2 00 01 0 0 -10
A‘ooozooB‘oooz10C‘000120D‘0010—10
00 0 0 2 0 00 0 0 2 1 00 0 0 1 2 00 0 1 =5
0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1] 000 0 0
Losung.
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Aufgabe 7. 8 + 8 =16 Punkte

Es sei (V,y) ein endlichdimensionaler, reeller Innenproduktraum. Zeigen Sie:
(a) Der einzige y-selbstadjungierte und nilpotente Endomorphismus auf V ist die Nullabbildung.

(b) Sind f,g € End(V) y-selbstadjungiert, dann ist f o g genau dann y-selbstadjungiert, wenn f
und g kommutieren.

Losung.
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Diese Seite konnen Sie fiir Nebenrechnungen und Fortsetzungen langerer
Antworten verwenden. Bitte versehen Sie die ihre Rechnungen mit den dazu-
gehorigen Aufgabennummern!

Zusatzseite 1.
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