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Themen heute

(1) Komplexe Zahlen

(1) Motivation

(2) Korpererweiterung von (R, +, )
(3) Korperverkniipfungen in (C, +, )
(4) Grundlegende Begriffe in (C, +, )
(5) ,Eindeutigkeit” von (C,+, )

(6) Komplexe Zahlen als Vektorraum
(7) Identifikation mit R;

(8)
(
(

8) Komplexe Einheitswurzeln
(2) Themenwiederholung
(1) Riickblick auf die vergangenen Wochen
2) Vektorraumstruktur und Ordnung
(3) Extremalkonzepte revisited
4) Polynomnulistellen iiber dem Kérper (R?, +,7)
(5) Substruktur einer Einheitssphare
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Komplexe Zahlen - Motivation

Der Startpunkt

Mit natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} kdnnen wir Objekte z3hlen.
Addition und Multiplikation sind assoziative Verkniipfungen auf N.

Folgende Gleichungstypen wollen wir aber 16sen kdnnen:

(1) 24 x =2 Celu odihod vedold Blawast  ~> 0y

(2) 24+ x=1 WKlue adiltiv |wereu auz ‘?rckr/‘lurfv
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Komplexe Zahlen als Kérpererweiterung von (R, +, -)

Erweiterung

Wir fiigen zu R das freie Element i hinzu und legen nur 2 = —1 fest.
Z

Die beliebige Verkniipfung von i mit Elementen a, b € R und sich selbst
erzeugt nun die (formalen) Elemente mn

1‘( wie ll‘( d‘& ZD(IAK’T OeeA
O \ | \ lOII af(—\ r g OU( Voces U PJ(HWUA‘ZM ﬂl‘S Al ‘dee\wﬁ)

Damit fur diese Verkniipfungen dieser Objekte Assoziativitit,
Kommutativitdt und Distributivitdt weiter gelten, muss

v t * 3
Okl B bi =16 ) é: +5(f :<b —OOI
-
sein. Es verbleibt gerade die Menge der komplexen Zahlen

C = iorf-(af l o\,‘aélﬁg
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Addition und Multiplikation in C

Auf C definieren wir die Erweiterungen der Verkniipfungen auf R als:

+,- (CxC—>(C
— -
a—l—é +7 (01-('0,> (b\io{)i
4
(£+Zi)-(/ %c Ly()-e(o\al+éc>
Ry

-A,1
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Korpereigenschaft von C

Satz

(C,+, ") ist ein Korper.

Beweis. (Skizze)

(1) Assoziativitidt von + und - Whcd vovbt “
(2) Neutrale Elemente bzgl. 4+ und - Sl 0<0; yuA  ATO: ( )

(3) Inverse Elemente zu z := a + bi bzgl. + und N 0(5& Blewtute
= Q‘Ot) Q’a)l w2 ]lb( OO wM g2 _

‘14,7- 160'
Dewu: - o.'lffé o 05
(4) Kommutativitat fiir + und - a3 \QO‘*L”)‘( ZZ 2t ué‘z_l
Q
(5) Distributivgesetze \wz(o! voedt = I:o"

/‘
ot woor \0dd vl (Srelloneif) o
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Grundlegende Begriffe in den komplexen Zahlen

Lemma/Definition

Es seien (C, +, -) der Korper der komplexen Zahlen.

(1) Die Abbildung a+ bi =: z +— Z := a — bi ist ein
Korperautomorphismus. Das Bildelement Z heifit die zu z
konjugiert komplexe Zahl.

(2) Fiir z = a+ bi heift a = Re(z) € R der Realteil und
b =:Im(z) € R der Imaginérteil. Dann ist

z+z a+bi+a—bi
2 2
z—Z a+bi—a+bi

T ¥ = b= Im(z).

= a = Re(2)

rmsdee W 0% TR TR ey
Ze T ot Ui Gangio e uoryisuan ( Liddk 4id8iv)
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(C,+,-) ist eind. R-Erweiterung mit Losung von x? = —1

Satz

(C,+, ) ist die bis auf Isomorphie eindeutige Kdrpererweiterung von
(R,+,-), in der x2 + 1 eine Nullstelle hat.

Beweis. (Skizze) X Stbodlodte foluse
(1) @ fg-\-q[a:b(ukd'\ Mﬂ&&lﬂm . 0”41\)“&9 U lktod N
e QL) Uod elue Wolictede @wﬂl«wwldia&z)
(2) € &k O(ldebm&iq Eewe. o R ol '&?\“}Q(Waw (7
Jed Biaut Te @ Vs lille el falyuans aoh LEY 15+

Woud'dh 2. g‘(é‘%) .é-:?;) 6[\2[-/;3 6?_(1:2{(
(1) und (2) = /

Y aceld
€ st bin m& \Qdmwv\(fe elucllufiyt/ olgebeocsd Alsllug um 12 N

Wy ERS'\H ol oude (Zptfroleh el dey W(E’(‘QK Zauli(er 2.9, aft
REE /S Ela> ¢ Tl iy bkt (e,
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Komplexe Zahlen als Vektorraum

Da (C, +, -) ein Korper ist, bildet (C, +,-) ein Vektorraum iiber jedem
seiner Unterkorper.

Also bspw. ’
(1) iber C  dbuag©= A dhowg AT Tok Gas'd Q’“"“\l‘"”% orpe
e sidecellgh) s N
—>
o A

(2) iiber R o(\‘w\m/d’,: 9. (e 94;3 el RS
'\—ﬁ—* m('/m‘(‘v‘a wttn Gy o T [ @odofiibet Bfwt}("?/ﬁ
43

(3) dber @ ttueg, € =c wel sdau o(%w&\v\ o)
( \7&« decv \EJLT% \UDOQ‘Q7
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ldentifikation von C mit R,

Lemma 4;:

Die Abbildung C > m € Ry ist

(1) ein Gruppenisomorphismus zwischen den abelschen Gruppen
(Cva27 +)'

(2) ein Vektorraumisomorphismus zwischen den Vektorrdumen
(C,+,-) und (Rp, +,-) tber (R, +, ),

(3) ein_Kdrperisomorphismus zwischen den Kdrpern
(C,+,) und (Rp, +,), wobei

(a,b)%(c,d) = gm-u,mhé()
L ()l Ke (07
S logecsels 2 4 ’(‘"'7)1'14"(&“)) L |
Bl tvues, twwe Tu ne S
\Sowarplither TEELEL 7
Ku\:;:v\“‘ Coeale (Aayo) ol e leugleres e Joated (R )
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Visualisierung der bisherigen Konzepte

(1) Addition (a+ bi)+ (c+di):==(a+c)+ (b+d)i

(2) Konjugation a + bi := a — bi

(3) Realteil Re(a+ bi) := a, Imaginarteil Im(a+ bi) = b
(4) skalare Multiplikation mit x € R: x - (a + bi) = xa + xbi

—ﬂja/
— b
b
—
Y
3
Ax-2, R
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Visualisierung der bisherigen Konzepte 2 (Multiplikation)

| SRR Ava least e,
Polardarstellung komplexer Zahlen (M% alke Lgr;* g&fw

i abolut \zowflg@
1) Coz—ef =32, f(— heiBt komplexe Exponentialfunktion

2) Sinus und Kosinus fiir x € R: sin(x) := Im(e*'),cos(x) := Re(e*)

(1)
(2)
(3) (0,00) x [0,27) > (r,p) > r(cos(¢) +sin(¢)i) € C\ {0} ist Bijektion
(4) Eigenschaften von Sinus und Kosinus (Additionstheoreme) liefern

L)) ple(v) 900 = (s ) sty )

4
VF\F‘ Z=3 a&ﬁ%(\erev Witke (apfior,
N \ 4

&MO :r)q}ew"j
® ) R
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Komplexe Einheitswurzeln

n-te Einheitswurzeln
Es sei n € N. In C gibt es genau n Lésungen der Gleichung

namlich e o

A

67

W=7 CEPS nw=
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Exkurs Newton Fraktale

Nullstellensuche mit dem Newton-Verfahren

Fir glattes F: C — C kann man lokal Nullstellen mit Hilfe des
Newton-Verfahrens bestimmen, einem iterativen Verfahren der Form

Fir F(z) := z" — 1 ergeben sich Newton-Fraktale:

Ty \%:Qm &w &Wc—\' de ’e‘o&( ( u.ei&zn_ Uo(%\e\lﬂ
RETSES QA‘ WB&% Ve ivcecnq
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Geordnete Vektorraume

Definition Fodod gaoo:ﬂwiw
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum iiber demYKorper (K,+,-) und (V,=)
eine teilgeordnete Menge. Der Raum (V/, +, ) mit < heillt geordneter

Vektorraum, wenn fiir x,y € V gilt:

<y+z VzeV
ay Va€K>o

Welche der folgenden Beispiele sind geordnete Vektorraume?
1) (R®,+,) iiber (R, < x3 <y,
(kza\\(u (J{L«Z« the ot .)ﬂ&« ();.0 4,3(0) veef (/,0/4,4(0)%&%&\&
(2) (RX,+,-) iiber (R,—l—, ), fg:ef(x)<gx)vxeX
Ton o Q Uocpy wd alle Opoofive. und Vrd@wc Glaef weyw
(3) (P(R),A,-) Uber (Zz,+2,2) , A B:=ACB
el qunc Ocdup b/ 2SI\ ober Za R= RZF 2= RAR
(4) (B2, +, Yiber (R, +,-), x Sy & (xa < y1)V(x1 = y1)A(x2 < y2)
Tl
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Vergleichbarkeit bzgl. zweier Ordnungsrelationen

Wie sehen die Mengen {y € R? |XR1/2y und {y € R? | YRy /px} bzgl.
m
Kt yy
Rii={(x,y) e R* x R? ! (a < y)V0a = m)AGe < y2)}

Ry :={(x,y) ER?xR?|(x1 < y1) A |x2 — yo| < |pa — y1]}

2
s? —
fuir ein festes x € R* au ’r o el Tedoetn,
e g 9
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Extremalkonzepte im R?

Bestimmen Sie Infimum/Supremum, Minimum/Maximum und
minimale/maximale Elemente der Menge

A={xeR?|x?+x3 <1Ax <0Ax <0}
bzgl. der Ordnungsrelationen

R ={(x,y) e R x R?|(x1 < y1)V(x1 = y1)A(x2 < y2)}
Ry ={(x,y) eER*XR*|(xa < y1) Ay2 < xo + |x1 — ya}

1 U W
N % o o
7" 1
et weltet / Uutere
@C// E::: " law/t.&&}}%"” ?Jx:imnum /TN
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Polynome in (R?[t], +,7)

Welche Nullstellen besitzt das Polynom t? 4 1 aus (R?[t], +,7), wobei

Xy = (X1 — xey2, x1y2 + xoy1)?
Es beaad vedocidh w die Mol (0 A) vuet (oA) | ooy
(\Qlﬁél 7)) g Q\O‘ fSawu(VL‘ 20 (@04, ) vud

oS (oA
(o) (e, E~ wolskellee, vaw (v

‘(€ +, -
lw }%o\Mm‘\\Aw Stedldoin \omb wtein Q*EUW‘@MR&‘WJ ( )
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Produkte auf dem Einheitskreis

Es sei (C,+, ) der Kdrper der reellen Zahlen. Welche Struktur hat ,
Qb g

]
' v

S={at+bhieC|+H =1} {B%
A

(1) Halbgruppe V' Assr oA wicol veebt  Mue (/(/‘Lu.)r;e(ua
e Qoctien wotepliviod wodleu (bl ohelbes)

mit -7

(2) Monoid V' Verkalor Blawenk & A<0! &S

(3) GruppeV luese Elendide Sleed ol wiy (D) ettt

> Gutogeqpe von
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