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Einleitende Fragen

Die Darstellungsmatrix A = Mg:v(f) einer linearen Abbildung
f: V. — W héngt von den gew3hlten Basen By, und By, ab.

© Wie transformiert sich A, wenn wir die Basen in V' und/oder W
wechseln?

@ In welcher Basis hat A besonders einfache Gestalt?

Dazu miussen wir zunachst klaren, wie sich Koordinatenvektoren bei
Wechsel der Basis transformieren.
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Basiswechselmatrix

Definition 20.1
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K mit

Basen By = (wi,...,vy) bzw. By = (Vi,..., V).
DS
Dann heiBt I wale’ Boe
To! = M2 (idy) € K™
Y t_uum Kok

die Basiswechselmatrix von By nach By, .
—&
Ayl = - L bej Vi T, =(tg)

=t

M Racic Rexcklur ot e Fer eoen and
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Basiswechselmatrix

Beispiel 20.2
Wir betrachten den Polynomraum V = R;[t] mit
e ,alter" Basis By = (1, t, t?)
@ ,neuer’ Basis §V = (t2 — el B ARG ek 1)

A= € (E5tt1) & taq (E*:2) & taq

t= %, " < by, 4+ tz2

5= taz u + tez w £tz
t 4 3 A7) b e B A
2 ~ |- 0 4 & € &) %)
e 4 40l bt O

i— 4 3
TEV = A -2 T
Ry - 2 =z Vi
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Eigenschaften von Transformationsmatrizen

Lemma 20.3
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K mit
Basen By = (v1,...,Vs) bzw. By = (vi,...,V,). Dann gilt:

@ Ist x € K" der Koordinatenvektor von v € V bzgl. der Basis By,
dann ist x = 5 () der Koordinatenvektor von v bzgl. By .
1

@ Die Transformationsmatrix ’7'§BV € K™ ist invertierbar.
Vv

o (T8 —TE"

By
@ Die von der Matrix T§BV induzierte lineare Abbildung K" — K" ist
v
—1 n
¢§v o (DBV € Aut(K )

Weprd. =—{ Vetged—1 opk .
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Eigenschaften von Transformationsmatrizen in K"

Folgerung 20.4
Im Fall V = K" gilt

By = 8 oo & By — e
7zel~,-~7en) = | Vn Und 7?61,‘..,6”) =1 Vn

und daher

S, S [ VA
By ~ "By - (e V‘l V‘n \/‘1 V‘n
\_’_\/_§_/

Komposthovnor
Desgiclicpproiiza vou
[‘Auh ) b‘d\!(“
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Basiswechselmatrix

Beispiel 205 @.X

Gesucht ist die Transformationsmatrix ’T;V von der Basis

BVZ((jl),(%))zurBasis§V:((_21)7(_11))_
i G
o ogles & T2 A — 4
B0 TEY Tew ™ A~ [

- [23]
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Transformation der Darstellungsmatrix

Satz 20.6

Es seien V und W endlich—dinlensionale Vektorraume uber demA
Kérper K mit Basen By und By, von V sowie Basen By, und By,
von W.

Dann gilt fur die Darstellungsmatrix eines Homomorphismus
& & Lldet Ha)abc

VW R —
B\/ _ BV
MZ (1) —@w@m@%’.
foufocment peae
N ert odte u L clfe Uobrd . \Vele—~
v newe Waoel, vedehirze, On W VvV

AN D
Il_\ = 6 /OC’ T'—L
Nt —[Lsrte Mednzee. = abt 7 e
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Transformation der Darstellungsmatrix

Beispiel 20.7

Es sei
1 2 / (—g)f

A= [3 4] die Darstellungsmatrix A = MEZ’:?@)(’() von f: R? — R3.
5 6

de

) (1)
) % _
Rromi-4 17

ROERH
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Gesucht ist die Darstellungsmatrix [ uen Basen

VO
By =((3), (1) )) und B = ((3)
LT — By T
T CZ,_; 2,) B 4 4
O
1
A

lwene) 4 1
= b2

n

(

1
0
1

L,\f\



Aquivalenztransformation

Definition 20.8

Zwei Matrizen A,/Z\\e K"™*™ heilen dquivalent, wenn es invertierbare
Matrizen S € K™ " und T € K™*™ gibt, sodass gilt:

A=SATL
Frguddeus. &t Agredveden s\t forucdron
. N,P{bc(,\a P /AV'—: L\Dlm. PV M\M
. &lvww\z;hjoqx, /'A(\G&Aﬂ"l = §AT =A
. ~ - AN NS Ay
"l\r‘amm';ho v A =SAT e A =SAT
N ( ~

A =SeaT T
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aquivalente Matrizen

Satz 20.9
Es seien
o A Ac Kmxm
o V und W Vektorrdume iiber dem Kérper K mit dim(V) = m € Ny
und dim(W) = n € Ny und Basen By bzw. By,
e f: V — W ein Homomorphismus mit A = ./\/lBV ()
lgdm Bdrdaindenny V= KM L= KN &, Ruo S, bagen
Dann sind dquivalent: M {= I
@ A und A sind aquivalente Matrizen. ;‘; =~ SAT™
Q Aist die Darstellungsmatrix von f bzgl. geeigneter Basen E\/, :§W.
© Es gilt Rang(A) = Rang(ﬂ).
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aquivalente Matrizen

Bemerkung 20.10 2. Sz 204

4 MBV

Hom(V, W) isomitih anm 1
l bijektiv | s m
Hom(V, W)/NRang B, K /NRan
leeon Veddomtum, Mgy, leets, VelAorae—
C{ — CA
. tc:'e(-wu. QALY ; c,{/-\e L WCA:‘)
‘ng%ﬂ?a»{(()?] =Lau (A) }

KA F. bome Ot s glde Moy (abbd ot

Yhi‘«{ﬂ,w\e—%/( =4 KOMCV(L&)’/MEMX
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aquivalente Matrizen

Folgerung 20.11

Es sei A€ K™™ mit Rang(A) =r. ann ist A dquivalent zu
— ¢ t

O

{

Diese Matrix heilt die Rang-Normalform von A.

WM xu ;(_DJ.(‘.,.\( wr,w;t(\k,)w,‘>
V\f_

Roacs  RIAA) Pt
wag— & = Qu -~ Yoo Ve, =~ V)
vied (Quh) Ker (A )

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 14 13 / 30



Transform. der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus

Satz 20.12

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K mit
Basen By und By,.

Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f: V — V:
B B B B
ME/(F) = Tgr MELF) TSy

A=T T
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Ahnlichkeitstransformation

Definition 20.13

Zwei Matrizen A,/Z\\e K"™*" heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare
Matrix T € K™% gibt, sodass gilt:

A=TATL

Rindids 13t e Aguosrdevarlato..
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ahnliche Matrizen

Satz 20.14
Es seien
o A Ac Knxn

@ V Vektorraum iiber dem Kérper K mit dim(V) = n € Ny und
Basis By

o f: V — V ein Endomorphismus mit A = Mg(f)
Oon Cet Lnedler EWEukw.:{r 2-B. V=K &= B bans, {Q(A_

Dann sind 3quivalent:
@ Aund A sind shnliche Matrizen.

Q Aist die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer geeigneten Basis :§V.
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f-invarianter Unterraum

Definition 20.15
@ Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und f: V — V ein
Endomorphismus.
Ein Unterraum U C V heilt ein f-invarianter Unterraum, wenn
gilt:

w . -
{(Nelk Fush = f(U) C U. Q@ [LL Ut olefureit

@ Es Ac K™ mit n € Ng. Ein Unterraum U C K" heiit ein
A-invarianter Unterraum, wenn gilt:

fa(U) C U.
Y Axlxe WL €W
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f-invarianter Unterraum

Beispiel 20.16

© In jedem Vektorraum V sind die trivialen Unterrdume {0} und V
invariante Unterrdaume fiir jeden Endomorphismus f: V — V.

{l0)=0 fv) ev
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f-invarianter Unterraum

Beispiel 20.16

@ Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R? hat zwei
verschiedene eindimensionale invariante Unterrdume:

Vo

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

X2 Vo € £ (
V) =4,
Vo £ (
=
X1
‘(C"z,) ==\
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f-invarianter Unterraum

Beispiel 20.16
© Fiir die Ableitungsabbildung als Endomorphismus f: K[t] — K[t]

sind die invarianten Unterraume genau die Unterrdume von der

Form (1,t,t%,...,tK) = K[t] fiir k € Ng bzw. der Nullraum.
P= G % oub <o ot € Ko Th)
!Cp) S0y tdo, b «— % Lo b7 e W, [t]
v
N
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Was bringen f-invariante Unterraume?

@ V sei endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) =n > 2
e f: V — V sei ein Endomorphismus

@ U C V sei ein f-invarianter Unterraum mit dim(U) = k und

1<k<n—1und W C V ein zu U komplementarer Unterraum
Al (9) 2n~le \=USLI

Beziiglich einer Basis der Form By = (vi, ..., Vk, Vk+1,-..,Vn) hat f
die Darstellungsmatrix |, _, Rocet vom L m Lo
AM A?tz AU O

Mg‘/(f) = oder sogar Mg‘/(f) =

’ O A‘).z ’ f O Fzz

W
{ ko 2 fl,, eon— Lot \D thenfole
Grvallet werlew J_ A ONBend guoalert-
werdlon leounn
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Wie finden wir eine moglichst einfache Darstellungmatrix?

Finde moglichst niedrig-dimensionale, paarweise verschiedene
f-invariante Unterrdume von V/, deren direkte Summe den ganzen
Raum V ergibt!
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Wie finden wir eine moglichst einfache Darstellungmatrix?

Satz 20.17

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny und
f: V — V ein Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

© Es existieren f-invariante Unterraume Uy, ..., U”Lder Dimensionen
dim(U;) = n; € Ny, sodass gilt:

V=U® - U.

@ Es existiert eine Basis By, von V/, sodass die Darstellungsmatrix

von f Blockdiagonalgestalt hat: hoWe AL
—————

Ay O —‘Ml
Az
O @ I
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Wie finden wir eine moglichst einfache Darstellungmatrix?

Beispiel 20.18 Ve

Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R? hat zwei verschiedene
eindimensionale invariante Unterrdume:

X2 Re= < VO O©Z 1>
e {lazA-vq B = (v, %)

{\ x & - 1 0O
N (&S :—\/Z1 Mg\/ ) ’[O ’“(?

War Quak e A — omens unafze §-0varade

(AM%(-&;_W? gf<<v>) cevy ok @
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Eigenwert, Eigenvektor eines Endomorphismus

Definition 20.19

@ Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und 7: V — V ein
Endomorphismus.

Ein Vektor v € V' \ {0} heilt ein Eigenvektor zum Eigenwert
A € K des Endomorphismus f, wenn gilt:
Al <&vy cet
f(v)=Av. d ~wvenzunto UR
@ Essei Ae K™ eine Matrix mit n € Np.

Ein Vektor x € K"\ {0} heift ein Eigenvektor zum Eigenwert
A € K der Matrix A, wenn gilt:

Ax = A x.
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Eigenpaare von Endomorphismen und Darstellungsmatrizen

Lemma 20.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.
Weiter sei f: V — V ein Endomorphismus und A = Mg&(f) € Knxn
seine Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen Basis By von V. Dann
sind dquivalent: AW o5 em veV\1oh it fiv) <Av
@ )\ € K ist ein Eigenwert von f.
@ )\ € K ist ein Eigenwert von A.
Weiter gilt:
© Ist (A, v) ein Eigenpaar von f, dann ist (), x) ein Eigenpaar von A
fur x = CDE&(V).
© Ist (A, x) ein Eigenpaar von f, dann ist (A, v) ein Eigenpaar von f
fir v= =g (x).
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Eigenpaare dhnlicher Matrizen

Folgerung 20.21
Es sei A,EE K"=" Matrizen mit n € Np.

Wenn A und A shnlich sind, dann besitzen sie genau dieselben
Eigenwerte.

Die Umkehrung von Folgerung 20.21 gilt nicht!

Beispiel 20.22 (g Ec%wwak o noda Wil e
Die Matrizen o L~ azdomoryhk‘JWuxz Qun J

- 1 0 /\_ 1 1 . 2%2
A[O J und A[O J in R

besitzen beide genau die Eigenwerte \; = 1 und A\, = 1, sie sind aber
nicht dhnlich zueinander.
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Diagonalisierbarkeit

Definition 20.23
Es sei n € Np.

@ Ein Endomorphismus f: V — V eines Vektorraumes iiber K mit
dim(V) = n heilt diagonalisierbar, wenn es f-invariante
Unterrdaume Ui, ..., U, der Dimension 1 gibt, sodass
V=U&®- @ U,gilt.

@ Eine Matrix A € K"™*" heilt diagonalisierbar, wenn sie zu einer
Diagonalmatrix dhnlich ist.

{ dugorolondrictnr e E5 gl e Barw Ry

- A
Lonan EL@WWH\?CM} , Skag K\){ P 22 ! N z
cct md cle L::L\@fzhwwtw Ay P - M
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Diagonalisierbarkeit

Satz 20.24

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Np.
Weiter sei f: V — V ein Endomorphismus und A = Mg&(f) € Knxn
seine Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen Basis By von V. Dann
sind dquivalent:

@ f ist diagonalisierbar.
@ V besitzt eine Basis, die nur aus Eigenvektoren von f besteht.
© A ist diagonalisierbar.

@ K" besitzt eine Basis, die nur aus Eigenvektoren von A besteht.
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Diagonalisierbarkeit

@ Genau die diagonalisierbaren Endomorphismen besitzen eine
diagonale Darstellungsmatrix.

@ Auch im allgemeinen Fall (siehe Lineare Algebra II) spielen
Eigenpaare eine wesentliche Rolle.

* Dumalrdowna

¢ Wb sseofgimen Clecnoe..)
* Detomrnanden

» Tunepodalete

LIS 202%/25 gnwp{(% dy Gphm @,\/%
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