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Isomorphie und Dimension

Folgerung 18.1

Es seien V und W zwei Vektorrdume iiber demselben Kérper K.

Sind V und W isomorph, dann gilt dim(V) = dim(W).

Beweis.
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Isomorphie und Dimension

Folgerung 18.2

Es seien V und W zwei endlich-dimensionale Vektorraume tiber
demselben Koérper K. Dann sind dquivalent:

@ V und W sind isomorphe Vektorrdume.
@ dim(V) = dim(W).

Beweis.
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Isomorphiesatz fiir Faktorraume

Satz 18.3

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und Uz, Us zwei
Unterrdume von V. Dann gilt

(U1+U2)/Ulg U2/(U10U2)

Beweisidee.
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Isomorphiesatz fiir Faktorraume

Folgerung 18.4

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und Us, U, zwei
Unterrdaume von V.

Im Fall von Uy N U> = {0} folgt

(U1 D U2)/U1 = .
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Isomorphiesatz fiir Faktorraume

Beispiel

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 13 6 /33


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Dimension des Faktorraumes

Satz 18.5

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und U ein Unterraum
von V. Dann gilt:

Q dim(V) = dim(U) +dim(V / U)

@ dim(V / U) = codim(U)

@ Ist V endlich-dimensional, dann gilt auch

dim(V / U) = dim(V) — dim(V).
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Dimensionen im Homomorphiesatz

Folgerung 18.6 und Definition 18.7

Es seien V und W zwei Vektorrdaume iiber demselben Kérper K. Weiter
sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).

Beweis.
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Folgerung 18.8

Es seien V und W zwei Vektorrdaume iiber demselben Korper K.
Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.

© Haben V und W dieselbe endliche Dimension dim(V') = dim(W),
dann sind aquivalent:

@ f ist injektiv.
Defekt(f) = 0.
f ist surjektiv.

(b)
o
® Rang(f) =dim(V).
(&)

f ist bijektiv.
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Folgerung 18.8

Es seien V und W zwei Vektorrdaume iiber demselben Korper K.
Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.

@ Ist V endlich-dimensional und gilt dim(V) < dim(W) € NU {co},
dann kann f nicht surjektiv sein.

@ Ist W endlich-dimensional und gilt dim(W) < dim(V) € NU {o0},
dann kann f nicht injektiv sein.

@ Es sei V oder W endlich-dimensional. Ein Isomorphismus V — W
existiert genau dann, wenn der andere Vektorraum auch

endlich-dimensional ist und dim(V') = dim(W) gilt.
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Beispiel 18.9
o
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Beispiel 18.9

© Sind V und W beide unendlich-dimensional, so konnen alle Falle
auftreten. Beispiele fir V = W = K[t]:
e surjektiv, nicht injektiv

o injektiv, nicht surjektiv

o bijektiv

o weder injektiv noch surjektiv

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 13 12 / 33


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Koordinatendarstellung von Vektoren: Motivation

o Alle K-Vektorraume V derselben endlichen Dimension
dim(V) = n € Ny sind zueinander isomorph.

@ Wir suchen daher eine gemeinsame Standarddarstellung fiir jeden
n-dimensionalen K-Vektorraum V.

o Dafiir bietet sich der Standardvektorraum K" an.

@ Zwischen Standardvektorrdumen hat jede lineare Abbildung die
Form eines Matrix-Vektor-Produkts.

@ Wir konnen uns also erhoffen, auch fiir lineare Abbildungen
zwischen beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraumen eine
Standarddarstellung durch Matrix-Vektor-Produkte zu finden.
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Satz 19.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny und
B = (v1,...,Vvp) eine Basis von V.

Dann ist die Abbildung

X1 n
Sp: K" | l—)ZX,'V,'EV
i=1

Xn

ein linearer Isomorphismus K" — V.
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Satz 19.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny und
B = (v1,...,Vvp) eine Basis von V.

Der zu ® 5 inverse Isomorphismus ist die Koordinatenabbildung

X1
Pl Vovies | 1| €K,

Xn

die jedem Vektor v € V seinen eindeutigen Koordinatenvektor x € K"
bzgl. der Basis B zuordnet.
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Beispiel 19.2

@ Das Polynom 7t — 3t + 5 hat in der Monombasis (1, t, t?) von
R>[t] den Koeffizientenvektor < ) denn es gilt

72 —3t+5= .1+ 4+ -2
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Beispiel 19.2

@ Um dasselbe Polynom 7 t2 — 3t + 5 in der Basis
(t> — t +1, t2 + 3, t + 1) darzustellen, schreiben wir es als
Linearkombination der Basisvektoren mit unbekanntem
Koeffizientenvektor (% auf:

7t2 —3t+5=x(? —t+1)+x (t? +3)+x3(t+1).
Ein Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem
X1

X2 =
X3

mit der eindeutigen Ldsung (%)
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Satz 19.3
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben
Korper K mit Basen By = (v1,...,vm) bzw. By = (wy, ..., wy).

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung f: V — W eine eindeutig
definierte Matrix A € K"*™ mit der Eigenschaft

n
f(‘/j)zzaijwi furalle j=1,...,m.
i=1

Diese Matrix A heift die Darstellungsmatrix der Abbildung f bzgl.
der Basen By und By, in Symbolen:

A:M%m.
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Beispiel 19.4

@ Sind V = K™ und W = K" und die lineare Abbildung
fa: K™ — K" durch Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer
Matrix A gegeben, dann ist A selbst die Darstellungsmatrix
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Beispiel 19.4
Q Sind V = W = K151 und die lineare Abbildung durch

g V> (y17y2))/37y47y5) = (YSa)/1a)/2aY3,}’4) eEwW=yVv

gegeben, dann hat g bzgl. der Standardbasen
Bv = Bw = ((1,0,0,0,0),...,(0,0,0,0,1)) die
Darstellungsmatrix

MEY (g) =
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Beispiel 19.4
© Auf dem Vektorraum V = R3[t] mit der Monombasis (1, t, t? t3)
betrachten wir die lineare Abbildung mit Werten in W = R3
p(=2)
R3[t] > p— | p(0) | € R3.
p(2)
Verwenden wir in R3 die Standardbasis, so besitzt diese Abbildung
die Darstellungsmatrix
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Zuordnung Homomorphismus — Darstellungsmatrix

Satz 19.5
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben
Kérper K mit Basen By = (v1,...,vm) bzw. By = (w1, ..., wy).

Die Zuordnung
MgV« Hom(V, W) 5 f — MGY (f) € K™

ist ein linearer Isomorphismus.
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Dimension des Vektorraumes Hom(V, W)

Folgerung 19.6

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit dim(V) = m
und dim(W) = n iiber demselben Korper K. Dann gilt

dim(Hom(V, W)) = nm.
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Zusammenhang Homomorphismus und Darstellungsmatrix

Satz 19.7
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben
Kérper K mit Basen By = (v1,...,vm) bzw. By = (w1, ..., wy).

Weiter sei f: V — W ein Homomorphismus und A = Mg;/(f). Dann
gilt
fa=®g o f o &g K"K

f=®g, o fa o ®gl:V-W
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Darstellungsmatrix der Komposition von Homomorphismen
Satz 19.8

Es seien U, V und W endlich-dimensionale Vektorraume tiber
demselben Korper K mit Basen By = (u1, ..., uk), By = (vi,...,Vm)

bzw. By = (wi, ..., w,). Weiter seien g: U — V und f: V — W
Homomorphismen. Dann gilt

MBEY (f o g) = MBY (F) MEY(g)-

Beweis. % U

fog

\ /
Y4

<1>,;;V ¢BVH¢;¢ g,

Km

PN
n faB

K Kk
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Eigenschaften linearer Abbildungen und ihrer Matrizen

Matrix A € K™m lineare Abbildung f: V — W
Bild(f) = {f(u) e W|u e V}
SRang(A) = dim(SR(A)) Rang(f) = dim(Bild(f))

Kern(f) = {u e V|f(u) =0}
Defekt(f) = dim(Kern(f))
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Eigenschaften linearer Abbildungen und ihrer Matrizen

Satz 19.9

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit dim(V) = m
und dim(W) = n iiber demselben Korper K. Weiter seien

By = (vi,...,Vm) und By = (w1, ...,w,) Basen von V bzw. von W
und f: V — W ein Homomorphismus sowie A := Mg;(f) e K™m die
Darstellungsmatrix von f. Dann gilt:

Q Bild(f) = & (Bild(A))
@ Rang(f) = SRang(A) = Rang(A)
O Kern(f) = &g, (Kern(A))

Q Defekt(f) = Defekt(A)
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Bestimmung von Bild und Kern

Beispiel 19.11

Bzgl. der Basen By = (1, t, t> t3) und By = (e1, &, €3) besitzt die
lineare Abbildung f: R3[t] — R3

5(~2) 1 -2 4 -8
f:p— | p(0) | die Darstellungsmatrix A= (1 0 0 0
5(2) 1 2 4 8
1 -2 4 -8|0 1 -2 4 -8|0 1 00 0|0
0 0 0 0{0{~1|0 -2 -4 8|0~ |0 1 0 40
1 2 4 810 0 0 8 0|0 0 01 0|0
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Bestimmung von Bild und Kern

Beispiel 19.11

O O o

AT

OO N =
O 0~
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Bestimmung von Bild und Kern

Beispiel 19.11
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Invertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer Matrizen

Satz 19.12

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit

dim(V) = dim(W) = n iiber demselben Kérper K. Weiter seien

By = (vi,...,vs) und By = (wy,...,w,) Basen von V bzw. von W
und f: V — W ein Homomorphismus sowie A := Mg:v(f) e K™ die
Darstellungsmatrix von f. Dann sind dquivalent:

O f ist bijektiv. Q A ist invertierbar.
@ Rang(f) =n. © Rang(A)=n
© Defekt(f) = 0. @ Defekt(A) =0

Ist  bijektiv, dann gilt

Mg (Fly = AL
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

End(V,+,-) ist Vektorraum End(V, +,0) ist Ring mit Eins
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Satz 19.13
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n iber
dem Korper K. Weiter seien By = (vi, ..., v,) eine Basis von V und

f: V — V ein Endomorphismus sowie A := Mgz(f) € K™ die
Darstellungsmatrix von f.

Die Zuordnung
MgY: End(V,+,0) 3 f > MEY(f) € (K™",+,")

ist ein Isomorphismus von Ringen mit Eins.

Sie bildet weiter Aut(V') bijektiv auf GL(n, K) ab.
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