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Isomorphie und Dimension

Folgerung 18.1
Es seien V und W zwei Vektorrdaume iiber demselben Korper K.

Sind V und W isomorph, dann gilt dim(V) = dim(W).

Beweis. EL & (V> L0 el Tomogphiimu, .

Bl il (V) per eiwe Bars vou V ([ Bamirexineuscatr ).

N Lot 2.2 @y et (fd) o S B van L.

Diére Baren qunl gludlmaonty, A din (V) =dui (10).
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Isomorphie und Dimension

Folgerung 18.2

Es seien V und W zwei endlich-dimensionale Vektorraume tiber
demselben Koérper K. Dann sind dquivalent:

@ V und W sind isomorphe Vektorrdume.
Q@ dim(V) = dim(W).
Beweis. @=® @lu wgene, A£1
© - @ WL Benieel (Vg o, V) VeV uedl (g o, 100 Vo L,

Netb: N (af AR @) gt 20 guan e bluox,
Aol f:N210 mct flvp) =g 5 (Mg (B
bleleho,
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Isomorphiesatz fiir Faktorraume ~

Satz 18.3

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und Us, U, zwei
Unterrdume von V. Dann gilt

(Ui + )/ Ui = U/ (Ui N Ua)
Beweisidee. f(u): =u, v W, Cet 2un Sterfelehoer—
tomomaphus {-‘ U, — QAA*‘JLZ_) /M4 it
Uorc () = Wynlty

Neek Homomorp hewde ycﬁf'

Ue /kentp) = Yo futyou,) = RAA(0) = QA‘J‘M/
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Isomorphiesatz fiir Faktorraume

Folgerung 18.4

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und Us, U, zwei
Unterrdaume von V.

Im Fall von Uy N U> = {0} folgt
(Ui Up) /Uy = Us.
Uexlte) = e flunu,)
W\ (
%Y, ) /4, U, /307 ¥ U,
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Isomorphiesatz fiir Faktorraume
Beispiel . V= Ky LE])

[A4=' < t'\( 5> A elt, = 4%4({;2, >
U, = CER Uonl, =& E>

@mua)/% = il‘_"’]uj p+ <E €] pe b\ th]
PR

ML/Q/L«/)UIL) = JLL_Q—]L&M&’—‘- o+ 4&23) ge <{:th">}
X et
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Dimension des Faktorraumes

Satz 18.5

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und U ein Unterraum
von V. Dann gilt:
Q dim(V) =dim(U) +dim(V / U)
T Tk diee (V) =00 Ut miud., eiues dor Recn concla
Weeardilde =M |
@ dim(V / U) = codim(V)
L Dann. evuen 20 W konpl Uedervacie-

@ Ist V endlich-dimensional, dann gilt auch

e ——

dim(V / U) = dim(V) — dim(U).
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Dimensionen im Homomorphiesatz V/KW@) = Beel(p)

Folgerung 18.6 und Definition 18.7

Es seien V und W zwei Vektorraume iiber demselben Kérper K. Weiter
sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
o

DY) Rowgll)

dim(V) = dim(Kern(7)) + dim(Bild(f)).
—~

Vohigloose.
Dimmennb

Beweis. |A3=Welf) ; Saby AL
daa (V) = A (bu € Ade C\Nu)
Lt -V Wer(py ZRU(P)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 13 8 /33



Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Folgerung 18.8
Es seien V und W zwei Vektorrdaume iiber demselben Korper K.
Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.

© Haben V und W dieselbe endliche Dimension dim(V') = dim(W),
dann sind aquivalent:

Q f ist injektiv. lj o
Defekt(f) = 0.

o
@ f ist surjektiv.

oSy
® Rang(f) =dim(V).
()

f ist bijektiv.
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Folgerung 18.8
Es seien V und W zwei Vektorrdaume iiber demselben Korper K.
Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.
@ Ist V endlich-dimensional und gilt dim(V) < dim(W) € NU {oo},
dann kann f nicht surjektiv sein. Y; e Lo
'\
@ Ist W endlich-dimensional und gilt dim(W) < dim(V) € NU {o0},
dann kann f nicht injektiv sein. ™~
ann kann f nicht injektiv sein \/ %
/

@ Es sei V oder W endlich-dimensional. Ein Isomorphismus V — W
existiert genau dann, wenn der andere Vektorraum auch

endlich-dimensional ist und dim(V) = dim(W) gilt.
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen
Beispiel 18.9 R~ Veledor dnuing

0 (2 R®  laww wold duhhosds | 2R
{Go = [5] x Bx ()= B0} g R?

Q {3 E2"3Q lecurn. Bt CU//‘C,L(."M C(,{)A._\ 2-R.
L=t 01x Ve (f) = 40Y x B § B°
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Charakterisierung der Bijektivitat linearer Abbildungen

Beispiel 18.9

© Sind V und W beide unendlich-dimensional, so konnen alle Fille
auftreten. Beispiele fir V = W = K|t]:

e surjektiv, nicht injektiv
A{')wawob\zwag
o injektiv, nicht surjektiv
{(p) = 6P
o bijektiv
Lpl=—p
o weder injektiv noch surjektiv

{(o)=0
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Koordinatendarstellung von Vektoren: Motivation

o Alle K-Vektorraume V derselben endlichen Dimension
dim(V) = n € Ny sind zueinander isomorph.

@ Wir suchen daher eine gemeinsame Standarddarstellung fiir jeden
n-dimensionalen K-Vektorraum V.

o Dafiir bietet sich der Standardvektorraum K" an. Q)

@ Zwischen Standardvektorrdumen hat jede lineare Abbildung die
Form eines Matrix-Vektor-Produkts.

@ Wir konnen uns also erhoffen, auch fiir lineare Abbildungen
zwischen beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraumen eine
Standarddarstellung durch Matrix-Vektor-Produkte zu finden.
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Satz 19.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kdrper K mit dim(V) = n € Ny und
B =(v1,...,Vvp) eine Basis von V.

Dann ist die Abbild
nn ist di ildung ook 1 )

K
Kan,‘HAMc X1

n
b K" | - HZX-v-EV
Deleoolon L\ B : i Vi
« Xn i=1
—

LK des Rogcrveldocen,
ein linearer Isomorphismus K" — V.
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Satz 19.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny und
B = (v1,...,Vvp) eine Basis von V.

Der zu ® inverse Isomorphismus ist die Koordinatenabbildung

Veldes + WUsorddacdp,.
i Auahﬂe_u X1

Pl Voves | 1| €K,

Xn

0w u‘&d&?)‘u—"g i

die jedem Vektor v € V seinen eindeutigen Koordinatenvektor x € K"
bzgl. der Basis B zuordnet.
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Beispiel 19.2

@ Das Polynom 7t — 3t + 5 hat in der Monombasis (1, t, t?) von
R>[t] den Koeffizientenvektor <~§ ) denn es gilt

72 —3t4+5=5.14 ¢-3) . t+ ¥ ¢ 1/

bg (T24<T)= (g{)
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Koordinatendarstellung von Vektoren

Beispiel 19.2

@ Um dasselbe Polynom 7 t2 — 3t + 5 in der Basis
(t> — t +1, t2 + 3, t + 1) darzustellen, schreiben wir es als
Linearkombination der Basisvektoren mit unbekanntem
Koeffizientenvektor (% auf:

7t2 —3t+5=x(? —t+1)+x (t? +3)+x3(t+1).

Ein Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

to — 11 3 1 X1 S
& = |~ 04| |x]=-=2
e L1 4 0]\ ?

X3

X:
mit der eindeutigen Lésung xé <
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Satz 19.3
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben
Korper K mit Basen By = (v1,...,vm) bzw. By = (wy, ..., wy).

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung f: V — W eine eindeutig
definierte Matrix A € K"*™ mit der Eigenschaft

Kooroliuatee.
n VO [V,.
f(‘/j)zza;jw; firalle j=1,...,m. $ {0y

Dt — =l
8&.(!31!&10}0:& Lkdﬂ}&ﬂk A‘: [0—.4 "——a_h ]ekul‘h

Clen 220 astm

Diese Matrix A heift die Darstellungsmatrix der Abbildung f bzgl.
der Basen By und By, in Symbolen:
i
B
A B MB@_ e A %
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Beispiel 19.4

@ Sind V = K™ und W = K" und die lineare Abbildung
fa: K™ — K" durch Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer
Matrix A gegeben, dann ist A selbst die Darstellungsmatrix

D Vorwewdiny oo Shevdlardlvasea

P
(24 m %)
A= I/{—(z,t %) (£'°<) = 4[24,) o delew
AW
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Beispiel 19.4 XK
Q@ Sind V = W = K151 und die lineare Abbildung durch

g V> (y17y2)y37y47y5) = (YSa}/17)/27Y3,)’4) eEwW=yVv

gegeben, dann hat g bzgl. der Standardbasen
Bv = Bw = ((1,0,0,0,0),...,(0,0,0,0,1)) die
Darstellungsmatrix
§lro000) -
= (0,4,0,0,0)

MEY (g) =

Qo oxOCO
QA3 ©
OAQo G o
000G
QQ OO X
m
~
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Beispiel 19.4

© Auf dem Vektorraum V = R3[t] mit der Monombasis (1, t, t? t3)
betrachten wir die lineare Abbildung mit Werten in W = R3

P(—2)
R3[t] > p— | p(0) | € R3.
P(2)

Verwenden wir in R3 die Standardbasis, so besitzt diese Abbildung
die Darstellungsmatrix

:B\I /l ’_.?, Lt"i’ &K‘f
V"(x (Q) = 4 0 0ol €k
w 1 2 4 ¢
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Zuordnung Homomorphismus — Darstellungsmatrix

Satz 19.5

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben
Kérper K mit Basen By = (v1,...,vm) bzw. By = (w1, ..., wy).
Die Zuordnung X = A

MgV« Hom(V, W) 5 f — MGY (f) € K™

ist ein linearer Isomorphismus.

{ b dcz,{DaN‘\‘m'}va-V{’L (¢)

g heb - 3”“@@5@
= {&ﬂ Y A<R
otzf —_— oc A
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Dimension des Vektorraumes Hom(V, W)

Folgerung 19.6

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit dim(V) = m
und dim(W) = n iiber demselben Korper K. Dann gilt

dim(Hom(V, W)) = nm.

ée(%'l' twn oo T&Dmorph@ Hore (VL) = M_nxw.‘
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Zusammenhang Homomorphismus und Darstellungsmatrix

Satz 19.7
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben
Kérper K mit Basen By = (v1,...,vm) bzw. By = (w1, ..., wy).
Weiter sei f: V — W ein Homomorphismus und A := Mg;(f). Dann
gilt Koorok . & \leldhos @—| Valeldr 2—1 (g rot.
wd wV
fa=®g o f o &g K"K
Vitddor b o Uppek . &— Uand P~ Vdor N
f=®g, o fa o ®gl:V-W

/T | a‘z ® L f;(a keomnectiant -
‘)( o 2— Lé

I
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Darstellungsmatrix der Komposition von Homomorphismen
Satz 19.8

Es seien U, V und W endlich-dimensionale Vektorraume liber
demselben Korper K mit Basen By = (u1,...,uk), By = (vi,...,Vm)
bzw. By = (w1, ..., w,). Weiter seien g: U — V und f: V — W
Homomorphismen. Dann gilt

MEL(F 0 8) = ME (1) ME (o).

Beweis. w f for ; U l/{k = @kuo &o E.\RV
\@ lgﬂ lﬁ\v"é"?—?u
% | @ ﬁ%l [ {kk be {(K

’ km @ " Q&a ° (den) o,

0T | e AR L)
K" AB Kk
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Eigenschaften linearer Abbildungen und ihrer Matrizen

Matrix A € K™m lineare Abbildung f: V — W

Rita (A)» =CR(A) =B f)  Bild(f) = {f(u) € W|u€e V}
Raufti=SRang(A) = dim(SR(A)) Rang(f) = dim(Bild(f))

Wenlh )2 Wasd fx) Kern(f) = {u € V[ f(u) = 0}

Deftlek(4)1 = Ao (KentA) Defekt(f) = dim(Kern(f))

Wonc(A) + = fxeld™ Ax=0]
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Eigenschaften linearer Abbildungen und ihrer Matrizen

Satz 19.9

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit dim(V) = m
und dim(W) = n iiber demselben Korper K. Weiter seien

By = (vi,...,Vm) und By = (w1, ...,w,) Basen von V bzw. von W

und f: V — W ein Homomorphismus sowie A := Mg;(f) e K™m die
Darstellungsmatrix von f. Dann gilt:

Q Bild(f) = & (Bild(A))
@ Rang(f) = SRang(A) = Rang(A)
O Kern(f) = dg, (Kern(A))

Q Defekt(f) = Defekt(A)

Bive— oléo oer Berd. QI gradeder Doveh. wednic 1o £
WL
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Bestimmung von Bild und Kern

Beispiel 19.11

Bzgl. der Basen By = (1, t, t* t3) und By = (e1, &, €3) besitzt die
lineare Abbildung f: R3[t] — R3

p(—2) 1 —2 4 —§]

f:p— | p(0) | die Darstellungsmatrix A= |1 0 0O :

5(2) 1 2 4

Ui (A =hxe R Ao s R 2 e 20

1 -2 4 8|0 —2 4 -8 0 0

4 00 0[0]~1|0 € -4 8l0l~|0DO

1 24 8|0 0 0 0 0 0@
Rowg (41 =3

Otfelet (47 = 4R~ WW«((

o O

D)

]

S

OOO".

O‘GOO#O

L
%
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Bestimmung von Bild und Kern

Beispiel 19.11
R A) 111 "@é/\
T 0 2 4 >
A=loosl ?| o o
000 o 9
R la) = G)( (g > =p?
J

M dpe. omn Cada m?ﬁl\_u«
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Bestimmung von Bild und Kern

Beispiel 19.11

Wesn ({) = B g (ln W) = @R«(((—%P)
o ¢ 5@(\%)) =~ < ~4t<t’
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Invertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer Matrizen

Satz 19.12

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit

dim(V) = dim(W) = n iiber demselben Kérper K. Weiter seien

By = (vi,...,vs) und By = (wy,...,w,) Basen von V bzw. von W
und f: V — W ein Homomorphismus sowie A := Mg:v(f) e K™ die
Darstellungsmatrix von f. Dann sind dquivalent:

O f ist bijektiv. Q A ist invertierbar.
@ Rang(f) =n. @ Rang(A)=n
@ Defekt(f) = 0. O Defekt(A) =0

Ist  bijektiv, dann gilt

Mg (Fly = AL
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

s e Rans |
End(V,+,-) ist Vektorraum

{Hﬁc
Q]k——\@

End(V,+, o) ist Ring mit Eins
Qevers A@({)-/@@)

/

{{—9 = A€l 40ﬁ — AR

d\fm KA
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Satz 19.13
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n iber
dem Korper K. Weiter seien By = (vi, ..., v,) eine Basis von V und

f: V — V ein Endomorphismus sowie A := Mgz(f) € K™ die
Darstellungsmatrix von f.

Die Zuordnung
MgV End(V,+,0) 3 f > MEY(f) € (K™",+,")

ist ein Isomorphismus von Ringen mit Eins.

Sie bildet weiter Aut(V') bijektiv auf GL(n, K) ab.
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