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Die Umfrageergebnisse

Was soll in der Plenariibung vorrangig behandelt werden?

Antwort Anzahl
Wiederholung von Skriptinhalten  Ansehen 2
Erklarungen zu Skriptbeispielen  Ansehen 1

Lbsungen der Hausaufgaben  Ansehen 0
Nicht beendet oder nicht gezeigt &

Gesamt(Brutto) 11

Kaum Riickmeldungen

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University)

Brutto-Prozentsatz

18.18%

9.09%

0.00%

72.73%

100.00%

IENIESSING

Welche weiteren Fragen haben Sie zum Stoff der Veranstaltung?

Antwort
Antwort  Ansehen

Keine Antwort
Nicht beendet oder nicht gezeigt

Gesamt(Brutto)

Plenariibung LA |

) filr €Ol Q)0
Anzahl Brutto-Prozentsatz
0 0.00%
3 27.27%
8 72.73%
1 100.00%
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Ziele und Vorgehen fiir heute

Hauptziele

(1) Zusammenhinge der neuen Begriffe einordnen

(2) Wiederholen und Veranschaulichen der Kernthemen

Arbeitsplan

(1) Wocheniiberblick

(2) Wiederholung Linearitat

(3) Anwendungsbeispiel und -resultate zu Konstruktion linearer Abbildungen
(4) True/False Quiz lineare Abbildungen

(5) Wiederholung Normalteiler/Faktorgruppe & Unterraum/Faktorraum

(6) Beispiele zu Faktorraumen

(7

) True/False Quiz Faktorrdume
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Wocheniberblick
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Wiederholung Vektorraumhomomorphismen

Es seien (V,+1,-1) und (W, +2,-2) zwei K-Vektorrdume. Eine
Abbildung f: V — W heilt lineare Abbildung, wenn gilt:

f(v+1v)="~f(v)+2f(v) firallev,veV
flar1v)=a-f(v) fir alle v € V und alle a € K.
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Linearitatstest in einem Schritt

Lemma

Es seien (V,+,-), (W,+,-) K-Vektorrdume und f: V — W. Dann ist
f genau dann linear, wenn

f(v+av)="f(v)+af(v) Vv,veV,acK.

Beweis.

Anwendungsbeispiel

f:R3 = R3, (vi,v,v3) = (3vq + va, v, 2v3) iiber R.
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Grundlegende Eigenschaften linearer Abbildungen

Lemma 17.5

Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei K-Vektorrdume und f: V — W
linear. Dann gilt

(1) f(0) =0.

(2) F(=v) = —F(v).

(3) f(Xoiy ivi) =20y ai f(vi).

(4) Ist E C V, dann gilt f((E)) = (f(E)).

(5) Ist F = (vj)ies, dann gilt £ ((F)) = (f(F)).

(6) Ist U C V ein Unterraum, dann ist f(U) C W ein Unterraum.
(7) Ist Z C W ein Unterraum, dann ist f ~1(Z) C V ein Unterraum.
(8)

Ist M C V eine linear abhdngige Menge von Vektoren, dann ist
auch f(M) C W eine linear abhingige Menge von Vektoren.

(9) Ist F = (vj)ies eine linear abhdngige Familie von Vektoren in V,
dann ist auch (f(v;))ies eine linear abhangige Familie von Vektoren.
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Linearitat — Red Flag(s)

Jede lineare Abbildung erfiillt £(0) = 0. D. h. additive Translationen
kénnen nicht linear sein! Fiir komplexere Funktionsdarstellungen lohnt
sich der Test.

(1) F:Rs > (vi,...,v5)— (3v1,2v4 4+ v1,0,0,v5 + 1) € Ry iiber R.
(2) F:P(Q)>M—Q\Me P(Q) fir (P(Q),A,-) iber (Zy,+2,2).

Andere ,nichtlineare” Abbildungen kdnnen linear sein.

(3) £ Z5 > f s £2 € Z§ iiber (Za, +2,2)
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Konstruktion linearer Abbildungen

Satz 17.7
Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei K-Vektorraume.

(1) Ist B :=(v;);es eine Basis von V und (w;);c; eine Familie in W
mit gleicher Indexmenge, dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f: V — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fir alle i € .

(2) Ist (vj)ies linear unabhiangig, dann gibt es eine lineare Abbildung
f: V — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fir alle i € .

Oder auch:
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Konstruktion linearer Abbildungen

Was wissen wir iiber lineares f: R? — R? iiber R mit den folgenden

Eigenschaften? 1 1
O (o
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True/False Quiz — lineare Abbildungen

Es seien V und W K-Vektorraume und f: V — W linear und U C V.
(1) Ist f(U) ein Unterraum von W, dann ist U ein Unterraum von V.

(2) Bilder linear unabhangiger Mengen kdnnen linear abhingig sein.
(3) Bilder linear abhangiger Mengen kdnnen linear unabhingig sein.
(4) Es gibt eine lineare Abbildung g: R? = R, g(e1) = 1, g(e2) = 1

(5) Es gibt eine lineare Abbildung g: R — R? g(1) = e1,8(2) = &1
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Wiederholung Normalteiler und Faktorgruppe

Definition
(1) Eine Untergruppe (N, %) heit eine normale Untergruppe oder
Normalteiler von (G, x), wenn gilt:

axN=Nxa firalleacgG.
—— =

Al laln

(2) G/N:={[a]=a*N|a€c G} heilt Faktormenge.
(3) (G /N,%) mit [a] % [b] := [a* b] ist die Faktorgruppe.
(4) m: G > aw> [a] € G/ N heift kanonische Surjektion.

Es sei (V,+, ) ein K-Vektorraum.
Wie sehen die Normalteiler in (V, +) aus?
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Unterraume & Faktorrdume
Aus (V,+) kénnen wir die Faktorgruppen (V / G)

bauen.

Um einen Faktorvektorraum zu erhalten bendtigen wir eine vertragliche
skalare Multiplikation der Form a[v] = [av].

Das einfachste Beispiel:
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Beispiele in Faktorrdaumen

Im Potenzmengenraum (P(N), A, -) iber Z,
Wie sehe die Elemente des Faktorraums P(N) / (N) aus?

Im Funktionenraum (RI%61 4+ .} iiber R

Welche Teilmenge(n) von {[e«] | x € [1,5]} bilden eine Basis von
RIVST /£f|F({1,3}) = {0}} iiber R?
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Lineare Abbildungen zwischen Faktorraumen

Ist die folgende Abbildung linear?
Rs > (Vl, ce V5) — [(3 vi,2va+v1,0,0, vs + 1)] € Ry / <62, e5) iberR.

Kriegen wir das auch hier hin?

Gibt es einen Unterraum U C P(Q), so dass
f:P(Q) > M= [Q\M] eP(Q)/ U fir (P(Q),A,) iber (Z2, +2,2)
linear ist?
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True/False Quiz — Faktorraume

Es sei V ein K-Vektorraum und U, W Unterrdume von V.
(1) Jedes Element aus V / U ist zu U gleichmichtig.

(2) Ist (v;)ies eine Basis von V/, dann erzeugt ([vi])ic; ganz V' / U
(3) Die Dimension von V' / U ist mindestens so grof, wie die von U.
(4) Die Dimension von V' / U ist hdchstens so groR, wie die von V.

(5) Ist UC W, dannist V/ W CV /U
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Lineare Abbildungen als Vektorraum

Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume und U C V ein
Unterraum. Welche Dimension hat der Unterraum

Hom(V, W)y == {f € Hom(V, W) | Kern(f) 2> U}?
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