Tnhalbwocke Ate: Vodesungen am Ho und Ty

Lineare Algebra |
Woche 12

23.01.2024 und 25.01.2024

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 12 1/27



Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Definition 17.1
Es seien (V,+1,-1) und (W, +, -2) zwei Vektorraume iiber demselben
Korper K.

@ Eine Abbildung f: V — W heillt strukturvertraglich oder ein
linearer Homomorphismus oder eine lineare Abbildung von
(V,+1,-1) in (W, +2,-2), wenn gilt:

Add chtat

R [ flut1v) b f(u)+2 F(v) fiiralle u,v e V
g fla1u)=a-2f(u) fir alle v € V und alle a € K.
= Homogun Ltat

@ Im Fall (V,+1,:1) = (W, 42, 2) sprechen wir von einem linearen
Endomorphismus.
cn—
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Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Definition 17.1

Es seien (V,+1,-1) und (W, +2,2) zwei Vektorrdume iiber demselben
Korper K.

Q Ist f: V — W bijektiv, so heillt f auch strukturerhaltend oder
ein linearer Isomorphismus. In diesem Fall nennen wir (V, 41, 1)
und (W, +32, -2) auch zueinander isomorphe Vektorraume:

(Va +17 '1) = (W’ +27 '2)’
Komosph

Q Im Fall (V,+1,-1) = (W, 42, -2) und bijektivem f: V — W
sprechen wir auch von einem linearen Automorphismus.
G—
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Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Definition 17.1

Es seien (V,+1,-1) und (W, +2,2) zwei Vektorrdume iiber demselben
Korper K.

© Das Bild und der Kern eines Homomorphismus f: V — W sind
definiert als

Bild(f) = {f(u) € W|ue V} =F(V)

Kern(f) := {u eV ! f(u) = OW} = fﬁl({OW})
EQn Lowcses 'ffDmaVn&I‘}oLLL“(Mu,, (V\ ‘h‘) ’_”({,9? '('(- )
L OMbemdee ool MMOmorpm LB M&,‘_
Q€Y » (10.€) ohocliches
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Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Beispiel 17.3
@ Die Transposition

T K, x5 x € K" Wivases Tio~

— H moyhw mics
@ Die Vektorisierung
vec: K"™M 35 A vec(A) e K"
— WWuesses
definiert durch D o Romarphime.
o e k™™

)}

] o
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Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Beispiel 17.3
© Die Projektion auf die i-te Koordinate ()g( )
2_\{(_

i K" x—x € K

Yelehoey 'H’omorm@fyh(/aMuq
m\'— Vl- ot LM/Ucfw

@ Die Ableitungsabbildung

= {f € R(2P) ‘ f ist differenzierbar} S5 f = f e R(ab)

SSSFIIIN '}‘(&Vﬂom&‘whwmm vicdadl &Wp’LUEL\'D :
nCdd Lu,;‘cma
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Homomorphismen zwischen Vektorraumen
. %M‘UFM lWesoen %bL’M
Beispiel 17.3

© Essei Ac K™ ™M eine Matrix iiber einem Korper K. Dann ist die
Matrix-Vektor-Multiplikation mit A

fA:@BXH fa(x) ::AXG@

e

Alxey) =AxthAy
Alowx) =otAx
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Komposition linearer Abbildungen

Lemma 17.4

Es seien (U, +, ), (V,+,-) und (W, +, ) Vektorrdume iiber demselben
Korper K.

Sind f: V— W und g: U — V lineare Abbildungen, dann ist auch
fog: U— W eine lineare Abbildung.

Beweis. Hausaufgabe aﬂ
g
W ——v L |y
U
{og
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Eigenschaften linearer Abbildungen

Lemma 17.5

Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei Vektorrdume iiber demselben
Korper K. Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.

@ £(0) = 0.

, n B exves L £+
(3] f(zizl 87 Vi) = Zi:l & f(vi)' %LKO&}‘ Bt )\K -
Ve et il gee. &

~A
Q Ist E C V, dann gilt f((E)) = (f(E)).

Q Ist F = (v;)ies, dann gilt £((F)) = (f(F)).
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Eigenschaften linearer Abbildungen

Lemma 17.5
Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei Vektorrdume iiber demselben
Korper K. Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.

Q Ist U C V ein Unterraum, dann ist f(U) C W ein Unterraum.
ELL oes LR

@ Ist Z C W ein Unterraum, dann ist f~}(Z) C V ein Unterraum.
Urb ol edre, LR

Q Ist M C V eine linear abhiangige Menge von Vektoren, dann ist
auch f(M) C W eine linear abhangige Menge von Vektoren.

Lowe Abz et kowen clecetn Abbilaew niant
Mc‘/uz)' m

@ Ist F =(v;)je; eine linear abhingige Familie von Vektoren in V/,
dann ist auch (f(v;));e; eine linear abhdngige Familie von Vektoren.
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Kern und Bild linearer Abbildungen

Lemma 17.6

Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei Vektorrdume iiber demselben
Korper K. Weiter sei f: V — W eine lineare Abbildung.

@ Bild(f) ist ein Unterraum von W. ({,WW A2.5)
@ f ist surjektiv genau dann, wenn Bild(f) = W gilt. (Ll )
e L)

© Kern(f) ist ein Unterraum von V. ( Lewsus 42.8)

© f ist injektiv genau dann, wenn Kern(f) = {0} gilt.
Qe trdpredueadtes Pud taf  fur émqg,mh«omar,ohc}muﬂ_
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Konstruktion linearer Abbildungen

Satz 17.7
Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei Vektorrdume liber demselben
Korper K.
Q Ist B = (vj)jes einem und (w;)ie; eine Familie in W
mit gleicher Indexmenge, dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f: V. — W mit der Eigenschaft|f(v;) = w; [ﬁjr alle 1 € /.
Eine Liase Ablav‘(o&a\(m’c alio bodds et di Rldles

s Rede L Ao
Diese Abbildung hat auRerdem folgende Eigenschaften:

0 Bild(f) = (w;)ies).

O f ist surjektiv genau dann, wenn {(w;)ic;) = W gilt.
Q@ f ist injektiv genau dann, wenn (w;);¢; linear unabhangig ist.

@ f ist bijektiv genau dann, wenn (w;);c; eine Basis von W ist.
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Konstruktion linearer Abbildungen

Satz 17.7

Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei Vektorrdume liber demselben
Korper K. 408, noda ki Ratu

I ~—
© Ist (vj)ies linear unabhangig, dann gibt es eine lineare Abbildung
f: V — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fir alle i € /.

Do Buvers fir @ bt oo Sa/)ﬁe)g&nawﬁnaw.
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Konstruktion linearer Abbildungen
. pleiter. Gaoro
Beispiel 17.8

© Es sei K ein Korper und (ey, ..., ey) die Standardbasis in K.
Eine lineare Abbildung 7: K™ — K" ist dadurch festgelegt,

dan L e Bitoler {(q\\-., {((W\QLAA augebta |

Pk = {lg) -~ plew <K Ty xelk™M ot

2::( Xier = g()c) f(?:i KJ‘eJ')
Z J aa(eﬂ :,_ g fA_ %a(’.& Len-ASL.

= a KA K ot ads
"J Modnie VekdQ - it
doxciel o,
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Konstruktion linearer Abbildungen

Beispiel 17.8 RERT
@ Drehung um den Winkel a:

) n [w; o —Sth w
e, X1
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Konstruktion linearer Abbildungen

Beispiel 17.8 @~ »?
© Spiegelung an einer Achse durch den Ursprung:

X2 9

S;ﬁe ) 0 T wJ@c) ()
LA A=

} SE
Sl Sula) ~ortz)
g(ﬂ,z)

$led {&.)
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Konstruktion linearer Abbildungen

Beispiel 17.8

@ Es sei K[t] der Polynomraum iiber einem Kérper K. Die
Ableitungsabbildung f: K[t] — K]|t] ist ein linearer
Endomorphismus, der durch die Festlegung
[—}

Y T/
F(7) = {@"1 fir ne N
ﬂ,‘e’\@,tzp-Ll&u‘z? 0 firn=0

einndeutig bestimmt ist. wa“]\(’-[o‘f');g ( n et U/L/T/Lﬁhd'
Ker £= Wolt ]
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Matrix-Vektor-Multiplikation als lineare Abbildung

Lemma 17.9
@ Die von A € K™ induzierte lineare Abbildung
fa: K™ 3 x— fa(x) = Ax € K"

ist eine lineare Abbildung K™ — K".

@ Ist f: K™ — K" eine lineare Abbildung, dann gibt es eine
Matrix A € K"™*™ sodass f = f, gilt.

© Sind A K™™ und B € K™k, dann gilt
fA (0] fB = fAB-

Q@ A€ K™ ist genau dann invertierbar, wenn fa: K" — K"
invertierbar ist. In diesem Fall gilt

(fA)_l = fy-1.
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Menge linearer Homomorphismen

Definition 17.10

Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei Vektorraume iiber demselben
Korper K.

0:: {f: V- W ‘ f ist linearer Homomorphismus}

Q‘End! Vii:: {frv-vV ‘ f ist linearer Endomorphismus} = Hoe (V)

0] Isoi v, W) t.: {f: V- W|f ist linearer Isomorphismus}

Qo |Auti V) Z.: {f: V-V ‘ f ist linearer Automorphismus} = Teo( V)
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Der Vektorraum Hom(V, W) und der Ring End(V)

Satz 17.11

Es seien (V/, +,-) und (W, +. -) zwei Vektorraume iiber demselben
Kérper K. Dann bildet (Hom(V, W), +,-) mit der punktweisen
Addition + und der punktweisen S-Multiplikation - einen Vektorraum.

(fea) = LW <gv) (e d) )+ = o )
it ~ f Vs
Gn s (\12) et i W Hom (Vi)

Satz 17.12

Es sei (V,+, ) ein Vektorraum iiber dem Korper K. Dann bildet
(End(V), +, o) mit der punktweisen Addition + und der Komposition o
einen Ring mit dem Einselement idy,.

g3+ fokglv) (foad(¥) : = {(9t)
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Faktorraume: Motivation
N =N<
Ist N < G ein Normalteiler der Gruppe (G, +), so konnten wir auf der
Faktormenge G /N = {[a] = a+ N|a € G} eine Gruppenstruktur
etablieren:
[a] ¥ [b] = [a + b]
o komimutedo
Undergrigpee. Ve )
Ist UC V udestiume des Vektorraumes (V, +, ), so kdnnen wir auf

der Faktormenge V /U = {[v] = v+ U|v € V} eine
W struktur etablieren: X, Lol
Nelgor outun

(] F [vo] = [v1 + va] &
OLNEVJ P COC' V]

Thes . gaboe Yorh vo. V 2w ontgee
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Faktorraume

Satz 17.13
Es sei U ein Unterraum des Vektorraumes (V,+, -). Dann gilt:

O Die Faktormenge V /U = {[v]=v+ U|v e V} mit
N Nudoekdor [0]
[vi] + [v2] = [v1 + v2] od, Ty, ~[0]

a™[v] =[a-V] N =l

N u{:l:v]:z_ \.'.EO]
bildet einen Vekt V/UF 7). : 3
|. e elnerj e orrameS JU,+ / - §
@ Die kanonische Surjektion Vorgrobecoy— )
ey Uelurp
{v S V/U
T

v = [v]

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern(7) = U.
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Faktorraume

Beispiel 17.15
@ Ausfaktorisieren des trivialen Unterraumes {0} aus V: [v]av+i6)

v/ ioy TV

@ Ausfaktorisieren des trivialen Unterraumes V aus V: [Nl=v+tV
VIV £ o) Lot rrde.
Mmome
@ Fiir V = K|t] lber einem Korper K und U = Kp[t] besteht der
Faktorraum V / U gerade aus den Aquivalenzklassen von
Polynomen bzgl. der Aquivalenzrelation

prl\j;q = PGE‘[_{-U_ c= P"#GLL
Ma ot leoust,
PD%WOM
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Homomorphiesatz fiir Vektorraume

Satz 17.17 V10 otz ime.

Weiter sei f: V — W ein linearer Homomorphismus.

Dann ist
I:V/Kern(f) — Bild(f)

[v] +— f(v)
ein linearer Isomorphismus.

K2 Wen { ¢ g

X e Nibudane «“3;;&“‘”
C R Nebrrldame S
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Homomorphiesatz fiir Vektorraume

Satz 17.17
I:V/Kern(f) — Bild(f)

[v] +— f(v) ist linearer Isomorphismus

Beweis. {! (V¢ ~ (L9 t‘) cet Womoy Nudmies,
\Lw(!{ =buev| ((L )=0l o?ﬁ.ow &Cda dkafeww nuLb.

Homomophlicdh J¥ frgoua (V, r) / ng()~ &t (7)
a,bdrob\

43\ él\wabvl Wit dew Tromephgme- T EV]\_"?{W).
T & CLaacin mem&oma—}ohc;mu/,/ odeo ]/\01440‘504}

T (e¥tv1 ) = T( D) = {0
= o) = o - T(RD)
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Homomorphiesatz fiir Vektorraume

Beispiel 17.18
o 5;-,174 KT K Trothhon  Cef (. Uowrddede

1(2.) =~ Gryies" Lo
o 1o o= 7 LS
\ =n-1
L@ = BRI=K
EX] :-,)q—(-MIyu.{ — 201 v
D@ Usrdivoka x . X, WO Cunloldanrt .

X
1 s
6N 1 — 5 ¢ ¢
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Homomorphiesatz fiir Vektorraume

Beispiel 17.18
0 f= Avlthupabbddicy RIEI=RIE] (Butomo-

Ken(4) = B,LCt] kot Higmone ) i)
kkkwm

T B /s l) -2 BAY) = Rpt]
Lol =pRIr? to {0

DG onrtzudean ’Pot\fjmorvuz werden  Counfo ki oert |
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