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Quadratische Matrizen

Lemma 15.30

(K™™" +,-) bildet einen Ring mit dem Einselement /,, genannt der
Matrixring der n x n-Matrizen. Fiir n > 2 ist dieser Ring nicht
kommutativ.

Beweis.
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obere und untere Dreiecksmatrizen

Definition 15.31

Eine Matrix A € K™*" heilt

obere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fiir alle / > j gilt.
strikte obere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fiir alle i > j gilt.

untere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fiir alle i < j gilt.

00000
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strikte untere Dreiecksmatrix, wenn a; = 0 fiir alle i < gilt.
nilpotent, wenn es ein k € Ny gibt mit der Eigenschaft AX = 0.
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obere und untere Dreiecksmatrizen

Beispiel 15.32

o
1 3 -3
0 7 4
0 0 5

(2]
0 00
7 00
2 10
2 2 =2
5 1 -3
1 5 -3
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strikte obere Dreiecksmatrizen sind nilpotent

Lemma 15.33

Es sei n € N. Fiir jede strikte obere und jede strikte untere
Dreiecksmatrix A € K™ gilt A" = 0.

Beweis. Hausaufgabe

Lemma 15.35
Es sei n € N.

O K", KJ*" und K" bilden jeweils einen Unterring mit Eins von
Kn><n.

@ Die strikten oberen und strikten unteren Dreiecksmatrizen bilden
einen Unterring (aber keinen Unterring mit Eins) von K"*".
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invertierbare Matrizen

Definition 15.36

@ A< K™ heillt invertierbar oder reguladr, wenn es eine Matrix
B € K™ gibt mit der Eigenschaft

AB=1 und BA=1

B heiRt die zu A inverse Matrix, kurz: B = A~L.

@ Die Menge der invertierbaren Matrizen in K"*" heifit die
allgemeine lineare Gruppe vom Grad n iiber dem Korper K:

GL(n, K) := {A € K™"| Aist invertierbar}.
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invertierbare Matrizen

Beispiel 15.37
o
1 0 —7 3 7 0
1 3x3
2 0 3 und 7 1 -9 17| €Q
1 1 2 -2 1 0

sind Inverse voneinander.

(2]

(= Zg“’ hat keine Inverse.

= = O
o~
= AN
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Rechenregeln fiir Inverse

Theorem 15.38
@ Ist A invertierbar, dann gelten die Kiirzungsregeln

ABi=AB, = B =5
BiA=B,A = By =B

@ Ist A invertierbar, dann gilt
(A=A

© Sind A und B invertierbar, dann auch A B, und es gilt
(AB)"l=B71A"1

Q@ Ist A invertierbar, dann auch AT, und es gilt
(AT)—l _ (A—l)T
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Invertierbarkeit von Matrizen in Zeilenstufenform

Theorem 15.40
Es seien A € K™ und C eine Zeilenstufenform zu A.
Dann sind 3quivalent:

@ A ist invertierbar.

@ Es gilt Rang(A) = n.

© C ist invertierbar.

@ Es gilt Rang(C) = n.

@ C hat keine Nullzeilen und keine Nullspalten.
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Multiplikation mit invertierbaren Matrizen

Folgerung 15.41

Fiir beliebige Matrizen A € K"*™ und invertierbare Matrizen
Be K™ Ce K™ gilt:

Rang(B A C) = Rang(A).

Beweis. Hausaufgabe
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Rechtsinverse sind Linksinverse und umgekehrt

Theorem 15.42

Fir A, B € K™ sind aquivalent:
@ B ist eine Rechtsinverse von A, d.h., es gilt AB = ..
@ B ist eine Linksinverse von A, d.h., es gilt BA=1,.
© B ist die Inverse von A, d.h., esgit AB=BA=1,.

Beweis.
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lineare Gleichungssysteme

Definition 16.1
Es seien A€ K™ ™ und b € K".

© Eine Gleichung der Form A x = b mit unbekanntem Vektor x heillt
ein lineares Gleichungssystem.

@ Das LGS heilt homogen im Fall b = 0, andernfalls inhomogen.
© Die Lsungsmenge ist L(A,b) = {x € K™ | Ax = b}.
© Das LGS heilt I6sbar, wenn L(A, b) # 0, andernfalls unlésbar.
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lineare Gleichungssysteme
Gesucht ist ein Polynom p = ¢y + c1 t + » t? € Zs|t], dessen

zugehorige Polynomfunktion p folgende Bedingungen erfiillt:

p(0)=3, p(1)=7, p(3)=4
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3
Q@ L(A,0) ist ein Unterraum von K™ der Dimension m — Rang(A).

Beweis.
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3
@ Ist xg irgendeine , partikuldre” Lésung von Ax = b, dann gilt

L(A, b) = xo + L(A,0).

Beweis.
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3

© Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@ Ax = b ist |osbar.
0 b e SR(A).
@ Rang(A) = Rang([A, b]).

Beweis.
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3

@ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@ Ax = b ist eindeutig |sbar.
O Rang(A) = Rang([A, b]) = m.

Beweis.
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3

@ Ist A quadratisch, gilt also m = n, dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

@ Ax = b ist eindeutig |dsbar.
O Ax = cist fiir jedes ¢ € K" eindeutig |6sbar.
@ A ist invertierbar.

In diesem Fall ist x = A~1b die eindeutige L3sung.
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Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 16.7
0 0 2|1
1 3 0|2
3 2 2|2

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 11 19 / 23


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 16.7
0 0 2|1 1 3 02 1 3 0|2
1 3 0|2 ~ 00 2|1 ~ 0 0 2|1
3 4 2|2 3 4 2|2 0 0 2|1
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Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 16.7

1 3 02
0 0 1,3
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reduzierte Zeilenstufenform

Definition 16.5

A € K"™™ heiBlt in reduzierter Zeilenstufenform, wenn sie in
Zeilenstufenform ist und zusatzlich gilt:

@ Alle Pivot-Elemente sind gleich 1.

@ In einer Spalte oberhalb eines Pivot-Elements stehen nur Nullen.
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Berechnung der inversen Matrix

Beispiel 16.8

1 3 0{0 10
0 0 2|1 00

0 3 2|10 21

0 3 014 21

01 013 4 2
0 01|13 00

ad

D

S

S

0 0 2|1 00

1 3 0{010

0 0 2|1 00

0 3 2|0 21

01 013 4 2
001|300

~

N

N
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