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Quadratische Matrizen

Lemma 15.30 neiNJ,

(K™™" +,-) bildet einen Ring mit dem Einselement /,, genannt der
Matrixring der n x n-Matrizen. Fiir n > 2 ist dieser Ring nicht
kommutativ.

Beweis. + (K™ ) Ut auedidne frygpe V'
() e Hadbgrypoe Avsobtintat (e AD€)
« DurtsbLehiye-efe
A(RtR )= AB,  + AR V7 %WW 15
(AtANB = AB€A, R ¥
o TA=AT=AV Lo ASSE
o EyE, ~Ea - € 5, = O
 — m |
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obere und untere Dreiecksmatrizen

Definition 1531  Nens Wrobralo du 40 o~

Eine Matrix A € K™ heillt té

— nin
© obere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fiir alle(i >j(gi|t. K

g
strikte obere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fiir alle / > j gilt.

(2]

© untere Dreiecksmatrix, wenn a; = 0 fiir alle i < j gilt. K
Q strikte untere Dreiecksmatrix, wenn aj; = 0 fiir alle / < j gilt.
—
o

nilpotent, wenn es ein k € Ny gibt mit der Eigenschaft AX = 0.
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obere und untere Dreiecksmatrizen

Beispiel 15.32
o g plowre Drerdermadx

0 7 4
0 0 5

(2]
000 Shrlde Ludere
700 DOrefedesmeron
2 1 0
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strikte obere Dreiecksmatrizen sind nilpotent

Lemma 15.33

Es sei n € N. Fiir jede strikte obere und jede strikte untere
Dreiecksmatrix A € K™ gilt A" = 0.

Beweis. Hausaufgabe
Lemma 15.35 (L ) o uwiwgnwx,\ﬁawﬁk +) Teleg®™
Es sei n € N. (l)(,”"“" ) i Mogwd»;louﬂa
@ K" K”X” und K”X” bilden jeweils einen l}nterrmg mlt(ﬁ
M oo MOMWMW /
@ Die strikten oberen und strikten unteren Dreiecksmatrizen bilden
einen Unterring (aber keinen Unterring mit Eins) von K"*".
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invertierbare Matrizen

Mverhdriasies Elemest (Eiect )
Definition 15.36 dor Helogaype ([,(IVW” 0)

@ A c K™ heillt invertierbar oder reguladr, wenn es eine Matrix
B € K™ gibt mit der Eigenschaft

AB=1 und BA=]

B heiRt die zu A inverse Matrix, kurz: B = A~ L.

@ Die Menge der invertierbaren Matrizen in K"*" heifit die
allgemeine lineare Gruppe vom Grad n iiber dem Korper K:

GL(n, K) := {A € K™"| Aist invertierbar}.

Eihedbungiype v (KT )
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invertierbare Matrizen

Beispiel 15.37
(1)
1 0 —7 1 3 7 0
2 0 3 und S|l 91 e Q33
1 1 2 -2 1 0
sind Inverse voneinander.
Q
01 2 251
1 4 4f ¢ ZgX3 hat keine Inverse. @ aber sdow
1 01
ASF: _ 256 ,\@% 5&
D& & 8 (e
O @2
0 60 () O@
SR A<%o Qufr- 10
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Rechenregeln fiir Inverse

Theorem 1538 Ale. Madwien o W™, nei,

@ Ist A invertierbar, dann gelten die Kiirzungsregeln
ABi=AB, = B =5,
BiA=B,A = By =B

@ Ist A invertierbar, dann gilt
(A=A

© Sind A und B invertierbar, dann auch A B, und es gilt
(AB)"l=B71A"1

Q@ Ist A invertierbar, dann auch AT, und es gilt
(AN 1= (AT CChede such AT
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Invertierbarkeit von Matrizen in Zeilenstufenform

. 32 F L€ ;
Theorem 15.40 /ek/ [ %%%%
A

Es seien A € K" und C eine Zeilenstufenform zu
Dann sind 3quivalent:

@ A ist invertierbar. _ Ao, Beitoe. Sbol. Lin. Lawolbigi .
@ Es gilt Rang(A) = n. Ale Spolhe — — —v ——~ —
© C ist invertierbar.

Q Es gilt Rang(C) =n. «— &5 gt v Pivvt ~Elemedte

© C hat keine Nullzeilen und keine Nullspalten.
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Multiplikation mit invertierbaren Matrizen

Folgerung 15.41

Fiir beliebige Matrizen A € K™*™ und invertierbare Matrizen
Be K™n Ce K™ gilt:

Rang(B AC) = Rang

Beweis. Hausaufgabe ( I
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Rechtsinverse sind Linksinverse und umgekehrt

Theorem 15.42
Fir A, B € K™ sind aquivalent:

@ B ist eine Rechtsinverse von A, d.h., es gilt AB = ..

@ B ist eine Linksinverse von A, d.h., es gilt BA=1,.

© B ist die Inverse von A, d.h., esgit AB=BA=1,.
Beweis. @ =@ AR=T

= n=Ruy (T) = Rug (AR)

Cmun | Ramgla), Rang(B) ] &n
~ Ak & st = | = Bamg (A) = Tawp (R) =~
Sob Q%0 = AR e lusoterber |
AA =T e AT eweew) = K=&,

@D wodg ; ©=0 wd @=Q) Llas
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lineare Gleichungssysteme

Definition 16.1 e Secte
Es seien A€ K™ ™ und b € K" /

@ Eine Gleichung der Form Ax — b|mit unbekanntem Vektor x heifit
ein lineares Gleichungssystem. (L{()

@ Das LGS heilt homogen im Fall b = 0, andernfalls inhomogen.
© Die Losungsmenge ist L(A, b) = {x e K™ ‘ Ax = b}.
Q@ Das LGS heift I6sbar, wenn L(A, b) # ), andernfalls unlsbar.

)

G[L&M'Mg CA{L i az(w, Xq 1
Ned ¥ . " _ X
\ ‘ ' '_ ’
. ; X b

Cpa ~~- Qpn . *

4 2 Viste Ne- § ()
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lineare Gleichungssysteme

Gesucht ist ein Polynom p = co + ¢ t + ¢ t2 € Zs[t], dessen
zugehorige Polynomfunktion p folgende Bedingungen erfiillt:
2
FO)=3, B1)=% B(3)=4
Tdeyosdbrs o dpate

14 O @) Co 3
4 4 4 < = vy
13 % |\& Lt
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Struktur der Losungsmenge, Losbarkeit Augald,
Uihrlaumte.

Theorem 16.3  homogue, 4L Ax<D Z

© L(A,0) ist ein Unterraum von K™ der Dimension m — Rang(A)

Beweis. UR— WsiAtAluet Xy &&LAD) | alio Wm
Ax=Ay =0. = Alox+fy)= oLA’X + fAy =0, o
Bc cwcfamgﬁfa»/* Et gith Awx=0 oy

o) C/?c—'o = Cx=0 mit Cel ™" mit oO—%
= PacglA) oweln Sotiidiou Ol NidlZeelo. i o

Butomme 2o @mu we KA0) = LIGOo)

Lergone s N ;M%»\'Ww o
3 @ {2 3 8 52 ¢

A t £ 0 O
g o Bt sl o /(N0 _I 1
2% ~&xe=0 LiA0) hak T? Elererk

14 / 23

o e =~ U = Xg= 3%
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Struktur der Losungsmenge, Losbarkeit
Theorem 16.3

@ Ist xg irgendeine , partikuldre” Lésung von Ax = b, dann gilt

L(A, b) = xo + L(A,0).
Beweis. X € LOAL)
=7 A’K; b
=, A’CKI’_KQ) =b-—-b =0
=, x—x, & ﬂCA‘lO)

= xe€ X + L(A0)
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3

© Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
@ Ax = b ist |osbar.
0 b e SR(A).
@ Rang(A) = Rang([A, b]).

Beweis.
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Struktur der Lésungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3

@ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@ Ax = b ist eindeutig |sbar.
O Rang(A) = Rang([A, b]) = m.

Beweis.
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Struktur der Losungsmenge, Losbarkeit

Theorem 16.3

@ Ist A quadratisch, gilt also m = n, dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

@ Ax = b ist eindeutig |dsbar.
O Ax = cist fiir jedes ¢ € K" eindeutig |6sbar.
@ A ist invertierbar.

In diesem Fall ist x = A~1b die eindeutige LSsung.
Ax=b «, AAx =A%
=, X ;A’—‘(b
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Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 16.7  th 2¢

00 21 3 0)2 @&o 2
f{1302 8! C[@Df?z‘] Ad ]
3222 2% [g]22"2 o 22

T(A 2 02 8T asreci s
" Lo 34] Rawng (M =2 = Lndeudl [oibar
aC\ olod2h 1 | Raug (Ap])= 3 =i
[88B)I% |1, 2[T05 |5 |o-
0 @ O o®)!z

ool O

D)
T
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Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 16.7
00 2|1 3 0]2 3 02
1302W0021W00@1Lf
3 4 2|2 3 4 2|2 00[231)

ko, ez ble

@30 va 25F esvec Lt

ot )—D o@)« 31 RumgA 1= 2

Looo]o] ’R&w\ga}\bj)z
P astibpispier, 2 AA9)=3-2 21
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Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 16.7

3 02 poaﬁlz.odd{ LESW«{-' X, =0
00@3} 2
f

X,= (O) Vo £ G
1 ) 2 =2
R 0 \O:Z &L{I:( Vo xao\(

o o @)\° L(A0)

’ (5)
= (3)r< (30> =17

——"

L Elemende
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reduzierte Zeilenstufenform

Definition 16.5

A € K"™™ heiBt in reduzierter Zeilenstufenform, wenn sie in
Zeilenstufenform ist und zusatzlich gilt:

@ Alle Pivot-Elemente sind gleich 1.

@ In einer Spalte oberhalb eines Pivot-Elements stehen nur Nullen.
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= A

IC=7X

AX

Berechnung der inversen Matrix

Sulien v I

w2

1 3 0{0 10
0 0 2|1 00

0 3 2|10 21

0 3 014 21

01 013 4 2
0 01|13 00

D

D

S

S

dvel veeie Sedt glewzeitis | b d

00 2|1 00

1 3 0{0 10

0 0 2|1 00

0 3 2|0 21

01 013 4 2
0 01|13 00

Beispiel 16.8

~

N

N
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