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Matrizen

Definition 15.1 him 6@

Eine n x m-Matrix liber dem Korper K ist eine endliche, doppelt

indizierte Familie von Elementen aus K: S)M'W"WJ

an dlm
a a a nem
A= | [PARIRIN 7| = (ag) €K
WW‘W ¢ dnl adn2 " dnm QQ
“.
k=0 Hoypt é\, o

Die k-te Diagonale wird gebildet von Indizes (i, j) mit j-¢ =k
Eine Diagonalmatrix hat ale Eddeyge aylobalb dor- €D gl .
Eine Matrix heit quadratisch, wenn m = GM

Die n x n-Einheitsmatrix ist 1 \0
0 ™~
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Zeilen- und Spaltenvektoren

Eine Matrix

hat die Zeilenvektoren bzw. Spaltenvektoren

ary
ari

aro
a2

an2

ek,

arm
am

dnm
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di1 a2 - dlm
dp1 422 - axm
dnl dn2 - dmm
A Rem
a,, ai af2 -+ aim
a1 422 -+ am
A=
Op. dpl dp2 " dnm
n
OL.J‘ € Kk
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Vektorraum der n X m-Matrizen

Addition von Matrizen A+ B (@lou‘du. g(@&o)

air - aim bir - bim air+bir - aim+ bim
+ | S| = : :

dnl *°° dnm bnl bnm an1+bn1 anm+bnm
skalare Multiplikation ¢ A mit a € K

air v am oany v aaim

dnl ' dnm apy - Oapm
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Vektorraum der n x m-Matrizen

bi1 - bim ai1+b11 - aim+bim

b;11 bnm anl‘i‘bnl anm“"bnm
ail - aim « aii aaim

skalare Multiplikation a[ : : ] = [ : : }

danl *** anm

a1l - aim
Addition [ : : ]—F

anl *** dnm

Qanpl -+ @apm

Lemma 15.3

K™ ™ mit obigen Verkniipfungen ist ein Vektorraum der Dimension n m
iber K. Neutrales Element von (K"*™, +) ist die Nullmatrix.

Beweis. &M,m‘ (‘(') ool il 61\»”0(/ N(A“W[g_o]
o ot(At @) = oA B S‘uudg)p(obww
c@tp)A = wA T (A | Bu= [T 49
¢ OfIA = o (BA) ! [a”a
. An/* zA‘
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Multiplikation von Matrizen

Beispiel 15.6
— b(aw&dbbbb;fauf)’
P
2 4 5 2 —4
5 HO -2 8]
-3 -6
(48 «(-0-0 42¢(3202) - ] [ & @ § 2P
2.5 +%-O 2 -2¢% (%) -~ A0 1 2
T | &S00 " ~ | |28 10 %
~2&¢(4%)0 - o -2 6
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Multiplikation von Matrizen: Spaltensicht

A - R

§
- T Ueefforiendon - -

Z a.J- bj = Cok
j=1
e K ™Gl v A

Beispiel
. . erste Spalte drei Mal 9
Wie erhalten wir [minus zweite Spalte  zweite Spalte] vem |: } :
10
-1 3
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Multiplikation von Matrizen: Zeilensicht

S S ) ]

Koe,#\;—— —D Q [
Mandenc

m
E ajj bj. = Cie

j=1
ok L AT 1o ®

Beispiel

zwei Mal erste Zeile minus zweite Zeile] von i)
minus zweite Zeile plus dritte Zeile o

L1 0
o4
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Eigenschaften der Matrix-Multiplikation

Lemma 15.8

A (Bi+B)=A-Bi+A B  Dueibctivgeaess
(AL +Ay)-B=A,-B+Ay-B S
(A-B)-C=A-(B-C)  Aucraxhogescir
A-(a-B)y=(a-A)-B=a-(A-B)  Skalwwe egl wo
IL-A=A-I,=A  Bodudkewadr 05 noedet

()
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Matrix-Vektor- und Vektor-Matrix-Multiplikation

nw- e LIK

oo Sedieen 1 3] 8
vou A 2 4| (f2) |4
5 0 (—2>_ 10
3 -6 6
A x
W ot LK (1 3]
des 2elpnva. A
2 4|
(201 1) o ~ (10 o)
3 -6
4 A
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Zeilen- und Spaltenraum

Definition 15.10 Wenge alle LK

@ Der Zeilenraum einer Matrix ist die‘lin. Hille)der Zeilenvektoren:
Oy BRIA) = K Oy~ > <Ky
O T e Aueclil dar wunablh Beatou, Vo A

@ Der Zeilenrang 0% ZRang(A) :=dim(ZR(A)) &£n

© Der Spaltenraum einer Matrix ist dieder Spaltenvektoren:

0-.4, o.
TSR = LBl o> S KT

e Ansell yaeas Winabh, Spalibtes vor A
@ Der Spaltenrang D< SRang(A) :=dim(SR(A)) £ m
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Zeilen- und Spaltenraum

Beispiel 15.11

_23_1 2x3
A‘[? 4 O}ER

e ZRAA= £ (23,-1) (%40)>
Mr%mbh&nﬁtj
FRoug LAY = ik 2R04) ~(2)
2y /I 2\ (2
o SR(A) = <(§—),C‘f),(0>> = <_Q’\>(r(_<£;>>

Ao adndingy Msar eabla,
SRong (AL =dldue SRIA) ~2)
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Zeilenrang = Spaltenrang

Theorem 15.12 / dos lelas

0 < ZRang A@Rang < min{m, n}

Beweis. PﬂMgUM & %& (A): B¢ Sa,@= ZourglA) N,
BS cel C ek mot C'—[ : ] sellenste. Bamd

oo 2BA) . o e 2RIA) T
'_3—‘0‘“4.' N _Mch.__
T 0;,:- T = ) 'n
- &-,n - byL,L -~— b’?(‘ C\"t—‘
m,\wges ,Ar B C o Claylr)

3@_,9 => CPrA) SRR =% SBwglad ™ |
ymn_{,m a&j—&wﬁm A e Qo LK g {palhen w«fEZ %ﬁf
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Zeilenrang = Spaltenrang

Theorem 15.12 M

0< ZRang(A@Rang(A) < min{m, n}

Beweis. ZRoung Uk &@4&:\/(/‘}’)! & e <= SRawglh)
2= [blrm b ] opathusiseie s o L),

G T~ Chpn
A= oj.,_ ~a- a.,km = I:L’M ‘“’b-\s] [ 41 4\\ ]
l l R Cgn 'a C’KIM

yA= (4 BC
= 2=A) < 2BC)
= 2R (A) £ SR () & S = SRu(A).

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 10

14 / 24



Rangfaktorisierung

Folgerung 15.13
Ist r = Rang(A), dann existieren B € K"™*" und C € K"™*™, sodass gilt:

Die Spalten von B bilden eine Basis von SR(A).
Die Zeilen von C bilden eine Basis von ZR(A).
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Rang des Produkts von Matrizen

Theorem 15.14
Fiir A€ K™™ und B € K™*¢ gilt:

0 < Rang(A B) < min{Rang(A), Rang(B)} < min{¢, m,n}

Beweis.
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wandon dew dze —
Elementare Zeilenumformungen ( A

m Vll,dué')
Typ | Typ Il Typ I
A 1 A4
\ ) \
A
\4 \/l * 04\1 {
0 J ¢
DA= |~k 0¢. — i SA= |otop+ay|v TA= "% |V
'_-a‘t:v - d

AQKVIKM ( @1 g‘-[—e KV)KVL
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Zeilenstufenform

Lemma 15.16
Entsteht C aus A durch elementare Zeilenumformungen, dann gilt
ZR(C) = ZR(A) und Rang(C) = Rang(A).

Definition 15.17
A€ K™ ™M heilt in Zellenstufenform wenn gilt:

@ Es gibt eine Zahl r € [0, a1, sodass 3le, - .-, are keine Nullzeilen
sind und a,4 1, - - al}m samtlich Nullzellen smd

Q Ist ji:=min{j € [[1 n’]] | ajj # 0} der niedrigste Spaltenindex in
Zeile i € [1,r], in der ein Eintrag ungleich 0 steht, dann gilt die
Stufenbedingung j1 < jo < -+ < Ji.

00 FE 7 =3 el \19}
'S O o O[* ] %;;Lf Zek

h—C &
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Zeilenstufenform

Beispiel 15.19

Besetzungsmuster einiger Matrizen in Zeilenstufenform mit

x€ K\ {0}

*
0

o

O O O %
o O O v
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?

*

o

O O X% N

O * N N

=~ N N

*
0

o

o O O o

o O v

O O O %

o *

O O O

O N N

O O X% -~

(Pivot-Element) und

0
0
0

o O O

O O VN
O O O O x
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Erzeugen einer Zeilenstufenform

AQ@KKL(’
Beispiel 15.22
’PW—‘EMB (]‘4_291,
g’o 0 3 —1] Tz [0 (O & O]
012 O ~ 003"’(2(_,33
030 2] ol2] 0 2
T [0 20] 1 e[0&) 20] v=2
oL oc@—t),?f o 0 (&)
|0 O 2|r2 0o O DO
ZP(A) = < Cot’t;&(o), <01073z~(>
l(w u_u_a%

Rog =1 =% Pt ~-Glemesde
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Rangfaktorisierung

Im Beispiel haben wir folgende elementare Zeilenumformungen gemacht:

2 [0 00 0]

A C

1 00 1 0 0] (01 0|00 3 -1 012 0
010 0 1 0(|1 001|012 0|=]|0023 —1f.
0 21 0 1,10 0 1] |0 3 0

E

3 Es E:
(Typ 1) (Typ 1) (Typ 1)

Juiy

Wenn es Matrizen Ej, Ej, E{ gébe mit der Eigenschaft E; E; = k, so
kénnten wir die Gleichung umschreiben als

A= E|E,E] C
. ﬁ[o 12 ow
= |- - 0O 0 3 —-1].
- P e
g - C
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Transposition von Matrizen
A A("" &,A“
Definition 15.24

Zu A = (a;) € K™™ heilt AT = (a;;) € K™ die transponierte
Matrix.

a1 di12 -+ dim 411 a1 - aml
ar1 a2 - am a2 a2 - am
dnl dn2 °° dmm din d2n " dmn
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Rechenregeln fiir Transponierte

Lemma 15.26
(A=A
(A+B) = AT + BT
(@A) =a AT
(AC)T =CTAT

Lemma 15.27
Rang(A) = Rang(AT)
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Symmetrie und Antisymmetrie

Definition 15.28
@ A c K™ heift symmetrisch, wenn A = AT gilt.
@ A€ K™ heift antisymmetrisch, wenn A = —AT gilt.

Lemma 15.29
Fiir Kdrper mit char(K) # 2 gilt:
d- Knxn _ 1 1
Im( sym ) B En(n+ ) nxn nxn nxn
. nxn 1 und K - KSym ® Kskew
dim(Kj..) = En(n -1)
Beweis. Hausaufgabe
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