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Evaluationsergebnisse – PÜ (rot), VL (grün), optimal (blau)
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Die Umfrageergebnisse

Interesse an:
(1) Basisergänzungssatz und Hausaufgabe 9.4
(2) (Direkte) Summe von (Familie von) Unterräumen
(3) Basispartitionierung
(4) Grundsätzlich Familien- statt Mengenaussagen
(5) Vorgehen beim Bestimmen von Basen
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Ziele und Vorgehen für heute

Hauptziele
(1) Zusammenhänge der neuen Begriffe einordnen
(2) Festigen des Verständnisses von linearer Unabhängigkeit,

Basiseigenschaft, (direkten) Summen

Arbeitsplan
(1) Wiederholung grundlegender Definitionen und Wochenüberblick
(2) Details zu Linearer Unabhängigkeit (mit Familien)
(3) True/False Quiz zu linearer Unabhängigkeit/Basen
(4) Kurze Diskussion von dimQ(R) = ∞
(5) Details zur Summe von Unterräumen
(6) True/False Quiz zu Summen von Unterräumen
(7) Untersuchung von Struktur der Unterraumsumme
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Kurzwiederholung wichtiger Begriffe

(1) Vektorraum: Abelsche Gruppe (V ,+) mit skalarer Multiplikation
über Körper.

(2) Unterraum: Teilmenge U eines Vektorraums, die wieder
Vektorraum mit den Verknüpfungen bildet.

(3) Lineare Unabhängigkeit: 0 ∈ V kann nur trivial paarweise
verschieden linearkombiniert werden.

(4) Basis: Linear unabhängiges Erzeugendensystem eines Vektorraums
(5) Summe von Unterräumen: Wird elementweise gebildet, stimmt

mit linearer Hülle der Vereinigung überein.
(6) Direkte Summe von Unterräumen: Summe von Unterräumen mit

Trivialschnitt.
(7) V -komplementärer Unterraum zu U: Unterraum W , so dass

U ⊕W = V .
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Wochenüberblick
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Lineare Unabhängigkeit I (Mengen)

Es sei (V ,+, ·) ein Vektorraum über dem Körper (K ,+, ·).

Eine Menge E ⊆ V heißt linear unabhängig, wenn gilt:

n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ E , vi ̸= vj für i ̸= j und
n∑

ℓ=1

αℓ vℓ = 0

⇒ αℓ = 0 für alle ℓ = 1, . . . , n

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung Lineare Algebra I (Inhalts)-Woche 09 7 / 17

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/


Lineare Unabhängigkeit II (Familien)

Es sei (V ,+, ·) ein Vektorraum über dem Körper (K ,+, ·).

Eine Familie (vi )i∈I von Vektoren aus V heißt linear unabhängig,
wenn gilt:

n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I , ij ̸= ik für j ̸= k und
n∑

ℓ=1

αℓ viℓ = 0

⇒ αℓ = 0 für alle ℓ = 1, . . . , n.
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Lineare Unabhängigkeit III – Mengen und Familien
Wie definiert man also lineare Unabhängigkeit für Mengen/Familien
über die Definition von Familien/Mengen?

Mengendefinition über Familien
Eine Menge E ⊆ V heißt linear unabhängig, wenn gilt:

Familiendefinition über Mengen
Eine Familie (vi )i∈I von Vektoren aus V heißt linear unabhängig,
wenn gilt:
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True/False – Lineare Unabhängigkeit und Basen
Es seien (V ,+, ·) ein Vektorraum, B eine Basis von V , E ⊆ F ⊆ V .
Welche der folgenden Aussagen sind (wann) wahr?
(1) E lin. unabh. ⇒ ⟨E ⟩ lin. unabh.

(2) E lin. unabh. ⇒ E ⊆ B

(3) E endlich ⇒ dim⟨E ⟩ = #E

(4) B ̸= ∅

(5) E ⊊ B ⇒ E ist keine Basis von V

(6) V \ B ist lin. abh.

(7) V \ B erzeugt V

(8) Jeder Vektorraum besitzt eine lin. unabh. Teilmenge
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Dimension von R über Q

Satz
Es ist dimQ(R) = ∞.

Diskussion:
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(Direkte) Summen von Unterräumen
Lemma
Es sei V ein Vektorraum und U,W Unterräume. Dann gilt

⟨U ∪W ⟩⊕,⊙ = U +W

Warum sehen wir so ein Resultat erst jetzt? Braucht das wirklich
Vektorraumstruktur?

Gilt Folgendes?
Sei (G , ⋆) eine Gruppe und U,W mit ⋆ Untergruppen. Dann ist

⟨U ∪W ⟩⋆ = U ⋆W
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Summen von Familien von Unterräumen

Wir setzen
∑

i∈I Ui :=
〈⋃

i∈I Ui

〉
. Wenn Uj ∩

∑
i∈I\{j} Ui = {0} für

alle j ∈ I gilt, dann schreiben wir die direkte Summe
⊕

i∈I Ui .

Sei V = R2 mit den komponentenweisen Verknüpfungen

Welche Eigenschaften hat die Summe von
〈(

1
x

)〉
x∈R

?

Sei V = RX mit den punktweisen Verknüpfungen
Welche Eigenschaften hat die Summe von ⟨ex⟩x∈X ?
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Basispartitionierung

Geben Sie zu den unten stehenden Beispielen jeweils eine
Basispartitionierung mit den entsprechenden komplementären
Unterräumen an.

V = Rn mit B =

{(
−1
1

)
,

(
0
3

)}

V = (K [t],+, ·) mit B = {1, t, t2, . . . }
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True/False – Summen von Vektorräumen

Es seien (V ,+, ·) ein Vektorraum, sowie U und W , W̃ Unterräume von
V . Geben Sie zu jeder der folgenden Aussagen ein Gegenbeispiel an.
(1) U ⊕W = V ⇒ V ⊆ U ∪W .

(2) U und V \ U sind V -komplementäre Unterräume.

(3) U +W = V = U + W̃ ⇒ W ∩ W̃ ̸= {0}.

(4) U,W ⊊ V V -komplementär ⇒ Es existiert ein zu U und W
komplementärer UR .

(5) Existiert zu U nur ein einziger komplementärer Unterraum, dann ist
U ∈ {∅,V }
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Struktur der Unterraumsumme

Es sei (V ,+, ·) ein Vektorraum über einem Körper und

U := {U ⊆ V | (U,+, ·) ist Unterraum von V }

die Menge der Unterräume von V mit der üblichen Vektorraumsumme

+: U × U → U U +W := {u + w | u ∈ U ∧ w ∈ W }.

Welche der folgenden algebraischen Strukturen bildet (U ,+)?
(1) Halbgruppe

(2) Monoid

(3) Gruppe
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Hausaufgabe 9.4
Lemma
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K . Dann gilt:
(1) Ist B eine Basis von V und (Bi )i∈I eine Partition von B mit

nichtleerer Indexmenge I , dann gilt V =
⊕

i∈I ⟨Bi ⟩.
(2) Ist (Ui )i∈I eine nichtleere Familie von Unterräumen von V mit

Basen Bi , i ∈ I , und gilt V =
⊕

i∈I Ui , so ist
⋃

i∈I Bi eine Basis
von V .

Beweis.
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