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lineare Unabhangigkeit )

Definition
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum iiber dem Korper (K, +,-).

Eine Menge E C V heiBt linear unabhangig, wenn gilt: @

neN, wvi,...,vp € E, vj#vfiri#j und Zangzo
Ivt«jdu LK Vo paonseue vestduestanen Veldoren (=1
oenr € b dor Nl veldor
= a=0firallef{=1,...,n

Nur dann maglite  wrun ale Useffainin  glede N

Ansonsten heiRt die Menge linear abhingig. Das et €2 g€
we L v NeiN (aonwedt votduestenu, Vdetren gue,
E 2uu Nudueldtn tber et alk b@% Null o
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lineare Unabhangigkeit

Beispiel
o{ 1)(\2) \f)} c R Wb R Ut Wasr abldeg
ued) (D (L) w2 () = (5

o (1) (3).(7)) <o @ o s s
v (1) <5 () 5 (2): ifff—;m )-C5

EQ R S
=) Ky ==y =0
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lineare Unabhangigkeit

Beispiel

© Die Menge der Monome E = {1,t,t2,...} im Polynomraum
(K[t], +,-) iiber einem Korper (K, +,-) ist luear u_&abbﬁmﬁg\

Ko A Ty b+ £+ e, €1 =0 Nuboolyomq
) ugz‘a( = ;Nﬁ\ :}'O

© Es sei X eine Menge und (K, +,-) ein Korper. Die Menge der

<harakteristischen Funktionendey |y € X} ist Lo wrablibogy
OA (Lxuw K 2‘1(‘) /l xX= e

conit
Mp Gy €%y Cy €k Ry =0 (Nu«&wkmx;)
= W T T = K, 0.
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lineare Abhangigkeit bedeutet Kombinierbarkeit

Lemma
Es sei V ein Vektorraum. Dann sind dquivalent:
@ E C V ist eine linear abhangige Menge.
@ Es gibt einen Vektor v € E, der als Linearkombination von E \ {v}
darstellbar ist.

Beweis. Hausaufgabe

. Ldwsse Unabh, bedewdet : keun VEE it
LW vew B\ 4V
c De L Neug @ ot Uwar tmeblangy.
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lineare Abhangigkeit bedeutet Redundanz

Lemma
Es sei V ein Vektorraum. Dann sind dquivalent:

@ E C V ist eine linear abhangige Menge.

@ Es gibt einen Vektor v € E, sodass gilt: D ldear tHille wiel
oalio notd leleaps |
(E\{v}) = (E).
Beweis, D@ Thd &= E( gust V&G mct
v %‘ sVU it Aol veeB\LvY | X ger 1LO6 <6,
= n ~
Oklﬂ: w= Lo, mud a K, LI,6 €. Ldern
vgkwa\ww:? L O erhe & Ak v=%)‘&*»‘ . SomE
G UGB als LK vk 6N pvh Aegertelt.
©~ @ Ve B> &t W & wdk capr o B\
e & 7 les abudngis
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lineare Unabhangigkeit bedeutet eindeutige Linearkomb.

Lemma

Es sei V ein Vektorraum. Dann sind dquivalent: ;

@ E C V ist eine linear unabhangige Menge. W%

@ Jeder Vektor v € (E) lasst sich in eindyéer Weise (bis auf
Summanden mit Nullkoeffizienten) aus Vektoren der Menge E
linearkombinieren.
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lineare (Un)abhangigkeit von Teil- und Obermengen

Es sei V ein Vektorraum.

Lemma

© Jede Teilmenge einer linear unabhangigen Menge in V ist ebenfalls
linear unabhangig.

@ Jede Obermenge einer linear abhangigen Menge in V ist ebenfalls
linear abhangig.

Beweis. folgt sfort awe, o MMJM‘
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Basis

Definition
Es sei V ein Vektorraum.

Eine Teilmenge B C V heillt eine Basis von V/, wenn
@ B linear unabhingig ist und nd 2u gYQ@.
e (B) =V gilt. mild 2u lelede
B Baelt Lot e dhuos pueedges
W&b\dw« (€).
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Basis

Beispiel neuJ
@ Im Standardvektorraum K" iiber einem Korper K
0
O ~ -
{e1,...,en} mite = |1 hb‘fﬁf‘:a«"}@
0
0

on K"

e o
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Basis

Beispiel

© Dic Menge £ = {G) | (é) | (?)} . ES

bae R2 utor R (abu Waar aldugy | alio kese &asd.
Rle 2- dannenhie T2luegt Lot abe euu Eaak .

© Es sei (K|[t],+,-) der Polynomraum iber einem Kérper (K, +, ).

Die Monome E = {1,¢,¢2,...} &bl (unsar waerlylad
(Rl't) el Lugen K1 (Wode 0F, Toke 26 )-

Die Monome E = {1,t,...,t"} sw& lduer e Aaligs
Nl ot U2 M,,LEt] LOL@ %L‘DHOM&—\, mt

‘\’(&.\'\/ﬁfoﬂd NNy
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Basis

Beispiel

© (0 ist die einzige Basis des Nullraumes {0} iiber jedem Kérper K.
@ iitluer Loabh, wad &P = 205

@ {1,/} ist eine Basis von (C, +,-) tber (R, +, ). o1 Tlé’c =0«
Do Lk a1+tb e C, - x"B=0.
Ferf
Q Fir (R, +,-) dber (Q,+, ) ist keine Basis bekannt.
Exdsenz 1 gy Bors purevpalh-
neld Samit  Cuea Rec~  AcrseWax .
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Charakterisierung von Basen

Satz
Es sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
@ B ist eine Basis von V.

@ B ist eine maximale linear unabhangige Teilmenge von V.

Jeate ek _Obomenge W B it lrenr ablidingy.

© B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

)a(g conde |l wu R vyt naut mds
R e gaereen Veldovoue.. N

© Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise (bis auf
Summanden mit Nullkoeffizienten) aus,Elementen von B

linearkombinieren. ?W werschwe denge
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Charakterisierung von Basen

Satz

Es sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
@ B ist eine Basis von V.
@ B ist eine maximale linear unabhiangige Teilmenge von V.
© B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

© Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise (bis auf
Summanden mit Nullkoeffizienten) aus Elementen von B

linearkombinieren. f/w.m wesschucleren

Beweis. @ =@ & od nadn Def. lress woallosn ot
AB>=V. hr b brge veV\B vt <Ruivy> =V.

N le’ 06 (i Abl - &> Betleewcstruce ) bedecdet-
tors  Boivh | dagey albl‘@(qa%.
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Charakterisierung von Basen

Satz

Es sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
@ B ist eine Basis von V.
@ B ist eine maximale linear unabhiangige Teilmenge von V.
© B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

© Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise (bis auf
Summanden mit Nullkoeffizienten) aus Elementen von B
linearkombinieren. @ esschuderen
Beweis. @ @ @ Zx 2gew A B> =V. £ wl veV
belghg . Tede veE R (et | dann Ut g B S £ 8> Qudle
NS B> Audonfalle st Bulvh  (Dwar oddidngy - Alto
2r neN, NOEB (6K Ut a?l;( mct ?;( OLiVC foev =0,
Dabec (st ot Q ( Sowit: wae becdt & sy abhaigy.
=p V= °© —oC'oqVy Ak vec B2
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Charakterisierung von Basen

Satz
Es sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
@ B ist eine Basis von V.
@ B ist eine maximale linear unabhiangige Teilmenge von V.
© B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
© Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise (bis auf

Summanden mit Nullkoeffizienten) aus Elementen von B

linearkombinieren. \ @ esschdleren.
Beweis. D= @_<®>=V &t klor  LIgen Toke 06 (Pediraclinz
= L Al ) ot O L alle ve B otk
<R ML > gV (eﬁiijL/IZEtL4£¥gdb) (aleo B ot
Midales B Blufecoltomn gk,
&> <B>=Y w«tklor. her ulle VER gt + < B\vi> g V.
Wader Ble 0 ' & &t lowtor umashangs; alio B
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Charakterisierung von Basen

Satz

Es sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
@ B ist eine Basis von V.
@ B ist eine maximale linear unabhiangige Teilmenge von V.
© B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

© Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise (bis auf
Summanden mit Nullkoeffizienten) aus Elementen von B

linearkombinieren. fw wesschueleren

Beweis. D =@ Tole OF : kdler VE ¢ R>=V (&t
si W, edenty, awn B liwer Rombrimesnn,

@D LBV | e Own ke OF dolit ol lontese
atiugylat nx .
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Basiserganzungssatz

Satz
Es sei V ein Vektorraum.
Es sei
@ A eine linear unabhingige Menge von Vektoren aus V
@ E ein Erzeugendensystem von V mit der Eigenschaft A C E.
Dann existiert eine Basis B von V mit AC B C E.

Der Beweis verwendet das Auswahlaxiom in Form des Lemmas von Zorn.

A < & < E
Alar graldding s, leor yuab. ol Avar aoavgé,
k., <A>SV < B>=V cE>=V

LWew V el Wl %&g‘t’ ot. doawn gulet etdetec kausfnl~
e Buwses dhme dar Lemws vz 20,
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Basiserganzungssatz

Folgerung A=¢f, E=V

Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.

Folgerung A= 55
Aus jedem Erzeugendensystem E eines Vektorraumes V' ldsst sich eine
Basis auswahlen.

Folgerung E=V
Jede linear unabhingige Menge A eines Vektorraumes V' kann zu einer
Basis erweitert werden.
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Dimension eines Vektorraumes

Definition
Es sei V ein Vektorraum. FR=NEMNg

@ Wenn V eine Basis B der endlichen Kardinalitat n € Ny besitzt, so
sagen wir, V habe die endliche Dimension n.

Ao V=n

@ Wenn V keine Basis endlicher Kardinalitat besitzt, so sagen wir, V
habe unendliche Dimension, in Symbolen: dim V = cc.

o Sud ale Baren tunen VR puahroler alle ecedliles
oy clle Lewoecllin €
* Hal J‘eﬁfl/mfdac Lok lsthoe_ WLL)—L‘»{L\&;@;
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Austauschlemma

Lemma
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Die endliche Menge B = {v1, ..., \/j_l,@ij, ..., Vn} sei eine Basis
von V mit n € N. Mit

W:alvl—f—-‘-—l—Oé‘V"i‘""‘anVn
‘oLHO ]
BO = {V]_,...,Vj_l,@ (j+1y -« '7Vn}
eine Basis von V.
(e - ot eing, BBbGe LK Lo aus,
l)’\ ol W u%“ V05 ko prrmnts.

ist auch
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Austauschsatz von Steinitz

Satz
Es sei V ein Vektorraum und B = {vi,..., v,} eine Basis von V' mit
4B = n e Np. —
Ist A= {ai1,...,am} eine linear unabhingige Menge in V mit
#A = m € Ny, dann gilt:
@ m<n.

@ Es gibt eine (n — m)-elementige Teilmenge D von B, sodass
By := AU D ebenfalls eine Basis von V ist. Es gilt'# By = n.

Bow! dwts Tidokhow rede pn =% A T

Du neune ¥asve Bs hat—luselve Lovdivalifert
we .
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Dimension ist wohldefiniert

Folgerung
Es sei V ein Vektorraum.
@ Wenn V endlich erzeugt ist, dann ist jede Basis von V endlich, und
alle Basen haben dieselbe Machtigkeit.

@ Wenn V nicht endlich erzeugt ist, dann ist jede Basis von V
unendlich.

Beweis. (@ £s ser E e eudime, W&VJM-
No Rosuweeg. b ex, eu Tedmenge vou € (aude
wdll!) A Basw (&b tagpn WAk B LE bt
#R=neN, . & W B v wedler. Eand (mgglidadsen
wgdidn ) . Do b ([l tudidee Telhnacye
RSB luntor weabhangy . Anrtuwsinets = #8 <n.
= B et =H#E. T oy Ebliew 1 FESHE, 0l
ER=#B. @ Whe B el Rand daun cudde tellite, 64
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Dimension eines Vektorraumes

Beispiel
@ Der ,Standardvektorraum der Dimension n“ K" liber einem
Korper K hat tatsichlich die Dimension n € N.

the e ~n
«

@ dimzR= 4_und dimgR = o (kee Saiic Lekaw.t)
Jeder KBNpO s R sty O scloch heck Do A |
Q dimcC = 4J und dimp C = dacic 44,¢}

Q dim{0} =0 D thizge Bans Ut &.
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Dimension eines Vektorraumes

Beispiel

© Der Polynomraum (K|[t],+,-) liber einem Korper (K, +,-) hat
A KIt] = o0  da dw Houdme
LA b 4 . Y e wawdlliie Basin oldec.

@ Der Unterraum der Polynome (Kj[t], +, -) vom Hochstgrad n € Ny
hot ol Baesve 44,8 42, . 15 ako
. KTt =n €A
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Dimension, Unterraum, lineare Unabhangigkeit

Folgerung 2uah-adnwahsT
Es sei V ein Vektorraum der] Dimension n € Ny. ]
@ Ist A C V eine linear unabhingige Teilmenge, dann gilt #A < n.

@ A C V ist genau dann eine Basis von V, wenn A linear unabhangig
ist und #A = n gilt.

© Fiir jeden Unterraum U von V gilt: 0 < dim U < dim V.
@ Fiir jeden Unterraum U von V gilt U = V genau dann, wenn

dim U = dim V ist.
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lineare Hiille der Vereinigung zweier Unterrdume

Es sei V ein Vektorraum und U, W Unterraume.

UU W ist im Allgemeinen kein Unterraum.@g‘i:ow&t “%Dgu
Lemma Menge afer LK wux ULuld

N——
(UUW) = U+ W = tuswucu, e}

Beweis. M:= <WUold> = Mewp aly Lik o, LolD

e WeWsh: wtw =4ducdw ekl
1 ew

- e Kt ! veW hat de Do chelluyg
w m
V= 2 Xouwe t Z N Lj met e, ‘4’/‘50
N \ﬁ_ﬁ,—— il n e
e <u2=WU e 2 W>=L) Mo&clﬁo\ék
= VE U+t
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Halbordnung auf der Menge aller Unterraume

Es sei V ein Vektorraum und

= {U - V‘ U ist Unterraum von V}.
Do guadl & U d UR Lot 2wed elecchhde Halb -
Onduuingin crnf A - Sorharicng necs cdas Domewnbu

=| ol
/_A\duullu L\

dibn L=~ Dw MWM‘I&
Mege M ot e
Egtunchndt,
doun dwr alle 2~
o mwﬁw_{fwﬁ~
= S e . 0(/‘)”\ w=2 Lu, wz/&‘ktf
und Ll b’77 Unlo
v . . . - dwucl 9"\(" 2,(l.,{tl,,:)"] ’-M’t’w
\\./JLQI] dw U=0 oxherou .
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Dimension der Summe zweier Unterraume

Satz
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei endlich-dimensionale
Unterrdume von V. Dann gilt A Bppel R algedectot

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
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Summe von zwei Unterrdumen

Beispiel
o

U=((1) uwnd W=((1})) iu@uboR
Ueld = < (D), (A)>=r% Unlo= 4 (B)Y

Ao (K<) = dubu (L) i (O) ~0u (I
~———~ S —

gl N\
2 A + A ~ o}
Q

o= ((§)(3)) o w=(().(3)

M/cw212,3 (Aﬂw‘*((g))

n

i (L0 ~ A () < cian (10) —liba t1L2)
) W\ —— 2
\\gh = < < ' — 1
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Summe von zwei Unterrdumen

Beispiel
(s
U= (1,2t und W= (t 5 t*) Lk Keltl
U+lD = Ket) Unto = <> A L
diw (Ueld) = diw () < duw L) ‘0&(!@_@
b — k + 3 ~ 4
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direkte Summe von zwei Unterraumen

Definition
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V. -

) ] . ] leeon ULbolope
Die Summe U + W heilt direkt, wenn UN W = {0} gilt.

Tw ngbo\uas Unu®Ww
Beispiel

Q
U=((1) ud W=((1%)) e

Lkr\w*-‘ug)g( alto Gt LOW ce direlde Swwume.

U= () ()) e w=(().(0)) 22,

U= < (§)> | alo it U+lD kese plierie Summe.

2]
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Charakterisierung direkter Summen von zwei Unterrdaumen

Satz

Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V.

Dann sind 3quivalent:
QV=UasW.

@ Fiir alle v € V existieren Vektoren ue Uund we W,

sodass v = u + w gilt.

Sind U und W endlich-dimensional, dann sind diese Aussagen
desweiteren dquivalent zu
Q dim(V) =dim(U) + dim(W) und dim(UN W) = 0.

Bewels. D \® V= Ul = V= e 414\’ vevV .
gt 2 usll wd Le W vt V—uﬂ& el v :Kuew
U 2wede Dogedeluug = - w' = w- W€y, N 0=40} .

= u=u' uud w=ou'.
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Charakterisierung direkter Summen von zwei Unterrdaumen

Satz
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V.
Dann sind 3quivalent:

QV=UasW.

@ Fiir alle v € V existieren eindeutige Vektoren u € U und w € W,
sodass v = u + w gilt.

Sind U und W endlich-dimensional, dann sind diese Aussagen
desweiteren dquivalent zu

© dim(V) = dim(U) + dim(W) und dim(U N W) = 0.
Beweis @ > @ V=U+elJ Wt klar. & 2ugu!Un Lo=%0} .

Ef &« vern o  Adaum st v= Xp‘t-g(:gt\i/
e eWw g €

D Ebmdewdiplect 265t V=0, a0 st UnLO=10).
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Charakterisierung direkter Summen von zwei Unterrdaumen

Satz

Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V.

Dann sind 3quivalent:
QV=UasW.

@ Fiir alle v € V existieren eindeutige Vektoren u € U und w € W,
sodass v = u + w gilt.

Sind U und W endlich-dimensional, dann sind diese Aussagen
desweiteren dquivalent zu

Q dim(V) =dim(U) + dim(W) und dim(UN W) = 0.
Beweis, ®>® Cun = oo (U £w0) = dia L) < clinn e0)
—dvm Ul;\g) = din () €dire (9) Db forvmst_
D o~ s Urla) st i ol
©®©® RN=AT Hersog [Heid
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direkte Summe von zwei Unterrdumen, Basispartionierung

Graner!  dudjiealde
Satz 2rsleguung i Teluaevgey

Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt:

© Ist B eine Basis von V und {Bj, By} eine Partition von B, dann
gilt V = <Bl> S <82>.

@ Sind Uy, U, Unterrdume V' mit Basen By, B> und gilt
V = U; & Us, so ist|B; U B> gine Basis von V.

e ednfochy Vestiungen
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komplementare Unterraume
W Gteomplauh = K (- kompl 2w LD
Definition
Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V.

© Ein Unterraum W von V heillt ein zu U komplementarer .
Unterraum in V, wenn V = U & W gilt. W0 UQM%& W Qtieal

2w v
@ Die Dimension dim(W) eines zu U komplementaren

Unterraumes W heiBt die Kodimension von U in V. <Xowm (W)
et ocles oo
Wenn V endlich-dimensional ist, gilt

cotoun (L) = Adw (W) — didin (1) . deww

v (V) = Al (Y + i (L) —dow (U L)
— — 2D
e (W)
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Existenz komplementarer Unterraume

Folgerung

Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V.

Dann existiert ein zu U komplementarer Unterraum W in V.

. . R Awrdahlaxii,
Beweis. E¢ g4 By ewn Badr vou WL

Wit &Jt}wéa&wﬂ— ko nnen Lar B 2u edwr
Rovove vou \ Goedien, WO sefee By =EVBL -

Tole 36 V= <Bu> ® <35> =U® <&y
=
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komplementare Unterraume

Beispiel

@ Jeder eindimensionale Unterraum W, der nicht identisch mit L
U = {((1)) ist, ist ein Komplement von U in R

@ Jeder zweidimensionale Unterraum W/, der den Unterraum
1 ; e )
U= <<g>> nicht enthilt, ist ein Komplement von U in R3.
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komplementadre Unterrdume

Beispiel

© Die komplementiren Unterrdume des Unterraumes (RY). der
konvergenten Folgen im Vektorraum (RN, +, -) haben keine
einfache Darstellung.
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Summe einer Familie von Unterrdumen

Definition
Es seien V ein Vektorraum und (U;);c; eine Familie von Unterrdumen
mit Indexmenge [ # ().

Der Unterraum

Z U= <U U,->

i€l i€l

heit die Summe der Familie von Unterrdaumen (U;);¢;.

Es giltt  ‘Recdatlorhglin dur das Symbsl 2

Z U, = {Z U; ’ Io C | ist eine endliche Teilfamilie}

iel icl
Z Io C I ist eine endliche Teilfamilie
5 "lund u; € U fiiralle i € Iy
i€ly
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direkte Summe einer Familie von Unterraumen

Definition
Es seien V ein Vektorraum und (U;);c; eine Familie von Unterrdumen
mit Indexmenge /| # ().

Die Summe "¢, U; = (U;¢, Ui) heiBt direkt, wenn gilt:
Uin Y Ui={0} firallejel.
i€N{j}
Wir schreiben dann @), U;. T=2F1,u2 : @ u;
=t
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Summe einer Familie von Unterrdumen

Beispiel
@ Fiir den Standardvektorraum K" iiber einem Korper K mit den
Basisvektoren ¢; fir i =1,...,n € N gil‘t

: (e n 2 <& =504
K" — @<ei> :’:;'T‘

i=1

@ Fiir den Polynomraum (K|t], +, ) liber einem Kdrper K mit der
Basis B = {1,t,t%,...} gilt

Klt] = P (t)

i€Np
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Charakterisierung direkter Summen von Unterrdumen

Satz

Es seien V ein Vektorraum und (U;);c; eine Familie von Unterrdumen
mit Indexmenge | # ().

Dann sind aquivalent:
Qo V= @ie/ Ui.
@ Fiir alle v € V existiert eine endliche Teilfamilie Iy € / und

Vektoren u; € U; , sodass v = Zielo u; gilt, und diese Darstellung
ist (bis auf die Summation von Nullvektoren) eindeutig.

Beweis. Hausaufgabe

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 09 44 / 45



direkte Summe von Unterrdumen, Basispartionierung

Satz
Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt:

© Ist B eine Basis von V und (B;j)c; eine Partition von B mit
nichtleerer Indexmenge /, dann gilt V = @;.,(B;).

@ Ist (Uj)jes eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V' mit

Basen B; und gilt V = @, U;, so ist | J;c, Bi eine Basis von V.

Beweis. Hausaufgabe
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