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Vektorraum

Definition

Es sei (K, +, ) ein Korper.

Ein Vektorraum (V, @, ®) iiber K ist eine Menge V mit
@ einer inneren Verkniipfung ®: V x V — V
@ einer dulleren Verkniipfung ©: K x V —» V

Q (V,®) ist eine abelsche Gruppe.

@ Es gilt das Assoziativgesetz

(a-B)ov=a0 (80 V)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 08 2 /30


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Vektorraum

Definition

Es sei (K, +, ) ein Korper.

Ein Vektorraum (V, @, ®) iiber K ist eine Menge V mit
@ einer inneren Verkniipfung ®: V x V — V
@ einer dulleren Verkniipfung ©: K x V —» V

© Es gelten die Distributivgesetze

a@uev)=(aou)d(adv)
(a+p)ov=(a0v)a(BOV)

@ Das neutrale Element 1k bzgl. - in K ist auch neutral bzgl. ®:

1y ©Ov=v.
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Vektorraum

Beispiel
Q Jeder Korper (K, +, ), ausgestattet mit den Verkniipfungen
@ =+ und @ = -, ist ein Vektorraum tiber sich selbst.

@ Allgemeiner ist jeder Korper (K, +,-) ein Vektorraum iiber jedem
seinem Unterkérper (U, +, ).
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Vektorraum

Beispiel
© Essei (K, +,-) ein Kdrper und n € N.
Die Menge

Kn={(x1,...,xn)|xi € K firi=1,...,n}
mit der komponentenweisen Addition
X1y s Xn) ® (V1y- -y ¥n) =
und der komponentenweisen skalaren Multiplikation
a® (X1,..., %) =

heilt der Vektorraum der Zeilenvektoren iiber K der
Dimension n.
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Vektorraum

Beispiel
Q Essei (K,+,) ein Korper und n € N.

()

mit der komponentenweisen Addition und der
komponentenweisen skalaren Multiplikation

Die Menge

X;EKﬁjrizl,...,n}

X1 1 X1
e | = und a®| @ | =

Xn Yn Xn

heift der Vektorraum der Spaltenvektoren iiber K der

Dimension n.
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Vektorraum

Beispiel
© Essei (K, +,-) ein Kdrper und X eine Menge.

Die Menge KX = {f |f: X — K} mit den punktweisen
Verkniipfungen

(fog)x) =
(@O f)(x) =

ist ein Vektorraum uber K.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 08 7/ 30


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Vektorraum

Beispiel
O Essei (K, +,-) ein Korper und K|[t] der Polynomring.
Dann ist K[t] mit der Addition

max{m,n}

pdq=) (a+b) t
i=0

und der skalaren Multiplikation

m
a@p::Za-a,--t"
i=0

der Polynomraum iiber K.
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Rechenregeln in Vektorraumen

Lemma
QO 0kOv=0y=voO0k

Q@ a0y =0y

Beweis.
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Rechenregeln in Vektorraumen

Lemma
Q@ a®Ov=0y = «a=0koderv=0y

Q ao(ev)=6(adv)=(—a)OvVv

Beweis.
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Linearkombination

Definition
Es sei (V,®,®) ein Vektorraum tliber dem Korper (K, +,:) und E C V.

Ein Vektor der Form

n
a1Ovi ® - ® a,®v, oder kurz Zog@vj
j=1
mit n € Ny und
o Koeffizienten a; € K
o Vektoren v; € E

heilt eine Linearkombination der Menge E.
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Linearkombination

Beispiel

3 . . . 1 0

(1) <_7> ist eine Linearkomb. der Menge {(0> , (1)
S = ®© L SV, ®© 0
7] 0 1

(%) v Lo, de i { (2, (£)}
()= ek Q)
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Linearkombination

Beispiel
© Die Funktion

ist eine Linearkombination der Menge {sin, cos} in RI[%:27].
@ Das Polynom

ist eine Linearkombination der Menge {t?, t, 1} in Q[t].
© Das Polynom

ist keine Linearkombination der Menge {t2, t, 1} in Q[t].
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Unterraum

Definition
Es sei (V,®,®) ein Vektorraum iiber dem Kérper (K, +, ).

© Eine Teilmenge U C V heilt ein Unter(vektor)raum von
(V,®,0),
o wenn U bzgl. @ abgeschlossen ist

e und wenn U bzgl. ® mit Elementen in K abgeschlossen ist
e und wenn (U, ®, ®) selbst wieder ein Vektorraum ist.
@ Ein Unterraum (U, ®, ®) von (V, &, ®) heibt echt, wenn U C V
gilt.
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Unterraumkriterium

Satz
Es sei (V,®,®) ein Vektorraum iiber dem Korper (K, +, ).
Dann sind 3quivalent:

Q (U,®,®) ist ein Unterraum von (V, &, ®).
Q@ U#0,undesgilt Up UC U sowie Ko U C U.

Q@ U#0D,undesgit KOU ® KO U C U.

Beweis.
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Unterraumkriterium

Satz
Es sei (V,®,®) ein Vektorraum iiber dem Korper (K, +, ).
Dann sind 3quivalent:

Q (U,®,®) ist ein Unterraum von (V, &, ®).
Q@ U#0,undesgilt Up UC U sowie Ko U C U.

Q@ U#0D,undesgit KOU ® KO U C U.

Beweis.
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Unterraumkriterium

Satz
Es sei (V,®,®) ein Vektorraum iiber dem Korper (K, +, ).
Dann sind 3quivalent:

Q (U,®,®) ist ein Unterraum von (V, &, ®).
Q@ U#0,undesgilt Up UC U sowie Ko U C U.

Q@ U#0D,undesgit KOU ® KO U C U.

Beweis.
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Unterraum

Beispiel
@ Essei (V,®,0) ein Vektorraum tiber dem Kérper (K, +,-).

Dann sind

o ({Ov}, @, 0)
o (V,®,0)

die trivialen Unterrdume von (V, &, ).

X12X2:0}
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Unterraum

Beispiel
o
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Vereinfachung der Notation

@ Wir schreiben 4 an Stelle von @.

@ Wir schreiben - an Stelle von ® oder lassen es sogar weg.

© Wir schreiben 0 an Stelle von 0k und auch an Stelle von 0y.

@ Wir schreiben 1 an Stelle von 1.

@ Wir nennen den zugrundeliegenden Kdrper eines Vektorraumes nur
bei Bedarf.
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Durchschnitt von Unterraumen

Lemma
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum und (U;, +, -) eine Familie von
Unterrdumen mit Indexmenge [ # ().

Dann ist auch (;.; U; mit + und - ein Unterraum von (V,+, ).

i€l

Beweis. Hausaufgabe
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erzeugter Unterraum

Definition
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum und E C V.
Dann heift

(E) = m{U}(U,+,~) ist Unterraum von (V,+,-) und E C U}
@ der von E erzeugte Unterraum
@ oder die lineare Hiille Lin(E) von E

@ oder auch der Spann Span(E) von E
in (V,4+,-).
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Darstellung des erzeugten Unterraumes

Satz
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum iiber dem Korper (K, +,-) und E C V.

Dann gilt fiir den von E erzeugten Unterraum:

(E) = {z": Q;j v

i=1

IneNgVi=1,...,n(v; € E, a,-eK)}.
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Darstellung des erzeugten Unterraumes

(E) = ({U|(U,+,") ist Unterraum von (V, +,-) und E C U}
M = {Z Qg Vi
i=1

Beweis.

IneNoVi=1,...,n(v; € E, a;eK)}
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Darstellung des erzeugten Unterraumes

(E) = ({U|(U,+,") ist Unterraum von (V, +,-) und E C U}
M = {Z Qg Vi
i=1

Beweis.

IneNoVi=1,...,n(v; € E, a;eK)}
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erzeugter Unterraum

Beispiel
Q@ E={1,t,...,t"} im Polynomraum K[t] iiber einem Kérper K

(E) =

Q@ E={1,t,t%,...} im Polynomraum K[t] iiber einem Korper K

(E) =
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erzeugter Unterraum

Beispiel

© Essei (K, +,-) ein Kérper und X = {x1,...,x,} eine endliche
Menge. Die Menge

E:{ ‘izl,...,n}

bildet ein Erzeugendensystem des Vektorraumes (KX, +, -):
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erzeugter Unterraum
Beispiel
Q Essei (K, +,-) ein Kdrper und X eine beliebige Menge. Die Menge
E = { ‘X € X}
erzeugt den Unterraum

() =
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Familien statt Mengen

Definition
Es sei F = (v;);es eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V.

Ein Vektor der Form

n
a1Ovi @ - ® ap,®v, oder kurz Zog@v,-j
j=1
mit n € Ny und
o Koeffizienten a; € K
@ Vektoren vi € E mit Indizes i; € /

heilt eine Linearkombination der Familie F.
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Familien statt Mengen

Definition
Es sei F = (v;);es eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V.

Dann heifit
(F) = m{U‘(U,—l—,-) ist Unterraum von (V,+,-) und {v;|i € I} C U}

@ der von F erzeugte Unterraum

@ oder die lineare Hiille Lin(F) von F

@ oder auch der Spann Span(F) von F
in (V,+,).

Es gilt

<F>:{Zajvij‘HHGNij:1,...7n3ij€/(v,'jGF, a,-eK)}.
j=1
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