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Korper

Definition
Ein Korper (K, +, ) ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und
-, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

Q (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit Nullelement Ok.

@ (K \ {0k},") ist eine abelsche Gruppe mit Einselement 1.

© Es gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
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Korper
Beispiel
Q (Q,+,), (R,+,-) und (C,+, ) sind Korper.

@ (Za,+2,-2) ist ein kleinstmdglicher Korper.

© Der Restklassenring (Z /47, F,~) mit dem Nullelement [0] und
dem Einselement [1] ist kein Korper.
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Funktionen mit Werten in einem Korper

Beispiel
Es sei X eine Menge.
@ Ist (H,+) eine Halbgruppe, dann ist auch (HX,+) Halbgruppe.

Q@ Ist (M, +) ein Monoid, dann ist auch (MX, +) ein Monoid.
O Ist (G, +) eine Gruppe, dann ist auch (GX, +) eine Gruppe.
Q@ Ist (R, +,) ein Ring, dann ist auch (RX, +,) ein Ring.

Q Ist (K, +,-) ein Korper, dann ist (KX, +, ")
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Eigenschaften eines Korpers

Lemma

Es sei (K, +, ) ein Korper mit dem Nullelement 0k und dem
Einselement 1.

Q Ok # k.

@ (K,+,-) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit dem
Einselement 1k ungleich dem Nullring, also ein Integritatsring.

© Es gelten die Kiirzungsregeln

a*blza*bg = b1:b2
bl*a:bg*a = b1:b2

fir a, by, bp € K mit a £ 0k.
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Charakteristik eines Korpers

Definition
Es sei (K, +, ) ein Korper.
Wenn nlx = Ok fiir ein n € N gilt, dann heift
min{n € N|nlkx =0k}
die Chakteristik von K, kurz char(K). Andernfalls setzen wir
char(K) = 0.

Beispiel
QO (Q,+,), (R,+,-) und (C,+,-) haben Charakteristik
Q (ZQ, +2, -2) hat Charakteristik
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Wann ist ein Ring ein Korper?

Satz
Fiir eine Menge (K, +, -) mit zwei Verkniipfungen sind dquivalent:

Q (K,+,") ist ein Korper, dessen Nullelement mit Ox und dessen
Einselement mit 1, bezeichnet werden.

@ (K,+,") ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1k und
dem Nullelement Ok # 1k, wobei zu jedem a € K\ {0k} ein
Inverses bzgl. - in K existiert.

Beweis.
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Wann ist ein Ring ein Korper?

Satz
Fiir eine Menge (K, +, -) mit zwei Verkniipfungen sind dquivalent:

Q (K,+,") ist ein Korper, dessen Nullelement mit Ox und dessen
Einselement mit 1, bezeichnet werden.

@ (K,+,") ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1k und
dem Nullelement Ok # 1k, wobei zu jedem a € K\ {0k} ein
Inverses bzgl. - in K existiert.

Beweis.
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endliche Integritatsringe sind Korper

Satz

Es sei (R, +, ) ein Integritatsring mit endlich vielen Elementen.

Dann ist (R, +,-) ein Korper.

Folgerung
Der
o Restklassenring modulo m (Z / mZ,F,~)
@ der zu ihm isomorphe Ring von Z modulo m (Z,, +m, m)

sind Korper genau dann, wenn m € N eine Primzahl ist.
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Unterkorper

Definition
Es sei (K, +, ) ein Korper.
@ Eine bzgl. + und - abgeschlossene Teilmenge U C K heift ein

Unterkorper von (K, +,-), wenn (U, +, -) selbst wieder ein Korper
ist.

@ Ein Unterkdrper (U, +,-) von (K, +,-) heift echt, wenn U C K
gilt.
Beispiel
Q (Q,+,-) ist ein Unterkdrper von (R, +, ).
@ (R,+,") ist ein Unterkorper von (C,+, ).
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Homomorphismus von Korpern

Es seien (K1, +1,-1) und (Kz, 42, 2) zwei Korper.

Definition
@ Eine Abbildung f: K; — K5 heilit strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (K1, +1,1) in (K2, +2,-2), wenn gilt:

f(a+1b)=1f(a)+2f(b) firallea,be Ky,
f(a-1b)="f(a)2f(b) firallea, be Ki,
f(lk,) = lk,.

@ Ist zudem f: H; — H> bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.
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Korperhomomorphismen sind injektiv

Lemma
Es sei f: (Ki,+1,1) — (K2, 42, 2) ein Kérperhomomorphismus.

Dann ist f injektiv.

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 07 12 / 35


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Polynom

Definition
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

@ Ein Polynom iiber R in der Variablen t ist ein formaler Ausdruck
der Gestalt (n € Np)

ap-t"+ap1-t" 4+ 4a-t+ay oder zn:a,--t".
@ Die Menge aller Polynome in der Variablen ¢ iiber R E‘g R[t].
© Ein konstantes Polynom
@ Das Nullpolynom
© Ein Monom

O Das Einspolynom
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Polynom

Beispiel
o
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Addition von Polynomen

Definition
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.
Die Addition der Polynome p, g € R[t]

n m
p:Za;-t’ und q:ij-tJ
i=0 j=0

ist definiert als das Polynom

max{n,m}

p+q= Z(a,- + b;) - th.
i=0
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Addition von Polynomen

Beispiel
Polynome in der Variable X iiber dem Restklassenring (Z /4Z, F,~):
p=[1~X°
q=[-1]"X

[-3]7 X% ¥ [2]7X

¥
+ 07
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Multiplikation von Polynomen

Definition
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

Die Multiplikation der Polynome p, g € R|[t]

n m
p:Za;-t’ und q:ij-tJ
i=0 j=0

ist definiert als das Polynom

n+m

k
p-q::ZCk~tk mit ¢y = Za,--bk,,-.
k=0 i=0
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Multiplikation von Polynomen

Beispiel
Polynome in der Variable X iiber dem Restklassenring (Z /4Z, F,~):
p=[1~X°
q=[-1]"X

[-3]7 X% ¥ [2]7X

¥
+ 07
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Polynomring
Definition

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

Mit der Addition + und Multiplikation - wird (R[t], +,-) zum
Polynomring in der Variablen t iiber dem Koeffizientenring R.

o (R[t],+,-) ist
e Das Nullelement in (R[t], +, ) ist

@ Besitzt (R, +, ) das Einselement 1g, dann besitzt (R[t], +, )

o Der Koeffizientenring (R, +, ") ist der
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Polynomring als Folgenring

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.
@ Es besteht eine Bijektion

peER[t] +— (ao,a1,...) € (RN)g

Polynom Koeffizientenfolge mit endlichem Trager

@ Addition von Polynomen entspricht der gliedweisen Addition der
Koeffizientenfolgen.

o Multiplikation von Polynomen entspricht der Faltung der
Koeffizientenfolgen (ag, a1, ...) und (b, b1, . ..):

C(J:ao-bo
cg=ap- b1+ a1 by
c=ag-by+ai-b1+a- by
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Grad eines Polynoms

Definition
Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring und p = i)aj i
@ Der Grad von p ist g
—00, falls alle a; = O sind

deg(p) = {

max{j € No|a; # Or} sonst.

@ Der fithrende Koeffizient von p ist

tp) = 0, falls alle a; = O sind
Pr= ddeg(p) sonst.

© Hat R das Einselement 1z und gilt ¢(p) = 1g, dann heift das
Polynom p normiert oder monisch.
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Grad eines Polynoms

Beispiel
Polynome in der Variable X iiber dem Restklassenring (Z /4 7Z,T,~):

p=[-21X*F[-3]X*F[2] X
q=[2] X 7]

Es gilt
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Grad eines Polynoms

Lemma

Es sei R ein kommutativer Ring und p, g € R[t] zwei Polynome.
Q deg(p + q) < max{deg(p), deg(q)}.

@ deg(p- q) < deg(p) + deg(q).

@ Ist R nullteilerfrei, dann gilt sogar deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Beweis. Ubung
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Polynomdivision mit Rest

Lemma
Der Polynomring R|[t] ist niemals ein Kérper.

Definition
Es seien K ein Kérper und p1, p» € K[t] zwei Polynome.
p2 heiBt ein Teiler von p; (kurz: py | p1), wenn es ein g € K|[t] gibt,
sodass gilt:
p1=4q- p2.

Satz
Es seien K ein Korper und p1, p» € K[t] zwei Polynome.
Ist po # Ok, dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome g, r € K|[t],

sodass gilt:
p1=q-p2+r und deg(r) < deg(p2).
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Polynomdivision mit Rest

Beispiel
Was ist (3t3 + 2t + 1) : (t? — 4t) in R[t]?
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Polynomfunktion

Definition
Es sei R ein kommutativer Ring.

n .
Zu jedem Polynom p = ) aj - t/ gehort eine Polynomfunktion
j=0

p:R—= R, r—p(r) ::Zajrj.
=0

Die Abbildung
o: (R[t],+,)>p — pe(RF+,)

ist ein Ringhomomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen.
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Polynomfunktion

Beispiel

Polynome in der Variable ¢t iiber dem Ring von Z modulo 2 (Z,, +2, -2):
p=t>+t
g=0
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Nullstelle eines Polynoms

Definition
Es sei R ein kommutativer Ring, p € R[t] ein Polynom und p: R — R
die zugehdrige Polynomfunktion.

A € R heifit eine Nullstelle von p in R, wenn p(\) = 0 gilt.

@ Wieviele Nullstellen kann ein Polynom besitzen?

@ Was sagen die Nullstellen {iber ein Polynom aus?
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Nullstelle eines Polynoms

Beispiel

@ p=t?>+1 € R[t] besitzt keine Nullstelle, weil fiir die
Polynomfunktion p: R — R gilt: p(t) = 2> + 1 > 1 fiir alle t € R.

@ p = t?> +1 € C[t] besitzt genau die beiden Nullstellen i und —i.
© p=t2+1 € Zs[t] besitzt genau die beiden Nullstellen 2 und 3:
p(0)=0-50+51= p(3)=353+451=

5(1):151+51: 5(4):454+51:
P(2)=252+451=
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Nullstellen und Teiler

Lemma
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:
@ )\ € K ist eine Nullstelle von p.

@ Das Polynom t — A\ € K[t] ist ein Teiler von p.
In diesem Fall gilt fiir das eindeutige ¢ € K[t] mit p=q - (t — A\) die
Beziehung deg(q) = deg(p) — 1.

Beweis.
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Nullstellen und Teiler

Lemma
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:
@ )\ € K ist eine Nullstelle von p.

@ Das Polynom t — A\ € K[t] ist ein Teiler von p.
In diesem Fall gilt fiir das eindeutige ¢ € K[t] mit p=q - (t — A\) die
Beziehung deg(q) = deg(p) — 1.

Beweis.
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Zerlegung eines Polynoms

Satz
Es seien K ein Kérper und p € K[t] ein Polynom, p # Ok.
@ Es existieren s € Np, paarweise verschiedene Zahlen A1,..., s € K
sowie Exponenten ny,...,ns € N und g € K[t] ohne Nullstelle in
K, sodass gilt:
p=(t= )" (£ =) g

@ Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen A\1,..., As € K.

Beispiel
2t° 513 —4t* —3t—2=(t—-2)(t+1)*(2t* +1) in R[t]
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Zerlegung eines Polynoms

Folgerung
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom, p # 0Ok.
© p hat hochstens deg(p) € Ny viele verschiedene Nullstellen:

s < deg(p)

@ p hat hochstens deg(p) € Ng viele Nullstellen, entsprechend ihrer
Vielfachheit gezahlt:
Z n; < deg(p
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Polynome iiber unendlichen Koérpern

Folgerung

Es sei K ein unendlicher Korper.

Dann ist die Abbildung ®: R[t] — RF injektiv.

Beweis.
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Fundamentalsatz der Algebra
Satz
Jedes Polynom p € CJ[t] mit deg(p) > 0 hat mindestens eine Nullstelle.

Folgerung

Jedes nicht-konstante Polynom p € C[t] zerfllt vollstandig in
Linearfaktoren:

p=(t—A)™ - (t=As)™ - q

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 07 35 /35


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

	Körper
	Polynome

