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Die Umfrageergebnisse

Gedämpftes Interesse an:
(1) Charakteristik von Ringen und Körpern
(2) Zerlegung von Polynomen
(3) Fundamentalsatz
(4) Aufgabe 7.5 (Zerlegung reeller Polynome)
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Ziele und Vorgehen für heute

Hauptziele
(1) Zusammenhänge der neuen Begriffe einordnen
(2) Polynome als Ringerweiterung motivieren
(3) „Identifikation“ von Polynomen formalisieren
(4) Zusammenhang von Polynomfunktion, Zerlegung und Nullstellen

wiederholen

Arbeitsplan
(1) Wochenüberblick
(2) Ringerweiterung bauen
(3) Äquivalenzrelation auf Polynomen untersuchen
(4) Etwas mehr zu Nullstellen in Ringen.
(5) Polynome in mehreren Variablen einführen oder Hausaufgabe 7.5.
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Wochenüberblick
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Charakteristik in Ringen (und Körpern)

Definition
Es sei (R,+, ·) ein Ring mit Eins 1R . Dann ist

char(R) := min{n ∈ N | n 1R = 0R}

oder 0, wenn das Minimum nicht existiert.

(1) Unterringe von R haben die gleiche Charakteristik.

(2) Ist f :R1 → R2 ein Ringhomomorphismus, dann char(R2) |char(R1).

(3) Ist R ein Körper, dann ist char(R) = 0 oder Primzahl.

(4) Ist char(R) prim, dann ist r 7→ r char(R) Ringendomorphismus.

(5) char(R)r = 0R für alle r ∈ R

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung Lineare Algebra I (Inhalts)-Woche 07 5 / 16

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/


Anatomie eines Polynoms

n∑
k=0

ak · tk =
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Polynome als „Ringerweiterung“

Es sei (R ,+, ·) ein kommutativer Ring mit Einselement 1.
Was passiert, wenn wir R zu R ∪ {t} für ein t /∈ R erweitern wollen,
ohne die Struktureigenschaften zu verlieren?
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Polynomidentifikation

Welche der folgenden Polynome identifizieren wir miteinander?
(1) 0
(2) 0t6

(3) 1 + t3

(4) t3 + 0t6 + 1t + 1
(5) t2 + 1t0

(6) 1t3 + 0t + 1
(7) t + t3 + 1
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Polynomfunktion und Nullstellen

Definition
Es sei R ein kommutativer Ring, p ∈ R[t] ein Polynom und p̃ : R → R
die zugehörige Polynomfunktion.

λ ∈ R heißt eine Nullstelle von p in R , wenn p̃(λ) = 0R gilt.

Satz
Es seien K ein Körper und p ∈ K [t] ein Polynom, p ̸= 0K .
(1) Es existieren s ∈ N0, paarweise verschiedene Zahlen λ1, . . . , λs ∈ K

sowie Exponenten n1, . . . , ns ∈ N und q ∈ K [t] ohne Nullstelle in
K , sodass gilt:

p = (t − λ1)
n1 · · · · · (t − λs)

ns · q.

(2) Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen λ1, . . . , λs ∈ K .
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Nullstellen einer Zerlegung in einem „Nichtstandardring“

Was sind die Nullstellen von

(N△Q ∩ t) ∩ (Z△R ∩ t) in (P(C)[t],△,∩)?
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Nullstellen von t2 + 1, Ergänzung der Vorlesungsbeispiele

(1) p = t2 + 1 ∈ R[t] besitzt keine Nullstelle, weil für die
Polynomfunktion p̃ : R → R gilt: p̃(t) = t2 + 1 ⩾ 1 für alle t ∈ R.

(2) p = t2 + 1 ∈ C[t] besitzt genau die beiden Nullstellen i und −i .

(3) p = t2 + 1 ∈ Z5[t] besitzt genau die beiden Nullstellen 2 und 3.

(4) p = t2 + 1 ∈ (P(R)[t],△,∩) besitzt
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Größte gemeinsame Teiler in N – Euklidischer Algorithmus

Definition
Für n,m ∈ N sind die Teiler D(n,m) := {t ∈ N | t | n ∧ t | m} und

ggT(n,m) := k ∈ D(n,m), so dass t | k ∀t ∈ D(n,m).

Man kann ihn durch Division mit Rest bestimmen. Z. B. für 98 und 35:
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Größte gemeinsame Teiler in K [t] – Euklid. Algorithmus

Definition
Für p, q ∈ K [t] sind die Teiler D(p, q) := {d ∈ K [t] | d | p ∧ d | q} und

ggT(p, q) := {k ∈ D(p, q) höchsten Grades | d | k ∀d ∈ D(p, q)}.

Man kann sie durch Division mit Rest bestimmen. Z. B. für p := t3 − 1
und q := t3 − t2 + t − 1 in (R[t],+, ·)
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Hausaufgabe 7.5

Es sei p ∈ (R[t],+, ·) mit deg(p) ⩾ 1, dann existiert eine Zerlegung

p = q · (t − λ1) . . . (t − λk) · g1 . . . gℓ

mit Nullstellen λ1, . . . , λk ∈ R, q ∈ R sowie reellen quadratischen
Polynomen g1, . . . , gℓ ohne Nullstellen in R.
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Polynome über Polynomen

Polynome werden über Ringen definiert und formen dann einen Ring.
Wie sehen Polynome über Polynomen aus?
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Polynome in mehreren Variablen

Wie könnte man Polynome in mehreren Variablen definieren?
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