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Die Umfrageergebnisse

[} [}
Was sollin der Plenariibung vorrangig behandelt werden? Welche weiteren Fragen haben Sie zum Stoff der Veranstaltung?
Antwort Anzahl  Brutto-Prozentsatz Antwort Anzahl Brutto-Prozentsatz
5 1471% 1 294%

Wiederholung von Skriptinhalten ~ Ansehen Antwort ~ Ansehen

Erklarungen zu Skriptbeispielen  Ansehen 1 2.94% Keine Antwort € 17.65%

Nicht beendet oder icht gezeigt 27 79.41%

Losungen der Hausaufgaben  Ansehen 1 2.94% Gesamt(Brutto) 34 100.00%
Nicht beendet oder nicht gezeigt 27 7941%
Gesami(Brutio) 34 100.00%

Gedampftes Interesse an:
(1) Charakteristik von Ringen und Kdrpern
2

(2) Zerlegung von Polynomen
(3) Fundamentalsatz
(4)

4) Aufgabe 7.5 (Zerlegung reeller Polynome)
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Ziele und Vorgehen fiir heute

Hauptziele

(1) Zusammenhange der neuen Begriffe einordnen

(2) Polynome als Ringerweiterung motivieren

(3) .ldentifikation von Polynomen fammaksieren

(4) Zusammenhang von Polynomfunktion, Zerlegung und Nullstellen
wiederholen

Arbeitsplan

(1) Wocheniiberblick

(2) ngerwelterung bauen

(3) A

(4) Etwas mehr zu Nullstellen in Ringen.

(5) Polynome in mehreren Variablen einfiihren oder Hausaufgabe 7.5.
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Wocheniiberblick
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Charakteristik in Ringen (und Korpern)

Definition
Es sei (R, +, ) ein Ring mit Eins 1g. Dann ist

char(R) =min{n € N|nlg =0g}= o(o((/(‘z).‘u (\2(%)

oder 0, wenn das Minimum nicht existiert.

(1) Unterringe von R haben die gleiche Charakteristik
Ao sk A wodou verddrt P
(2) Ist f: Ry — R» ein Ringhomomorphismus, dann char R2)|char(R ;

Og = {3(% 1/( ,1/;2 |2 4 Pﬂ/tz (9{ Fz,ﬂ‘ Xzz e, =
1 ) st /)? elnPKorper c?afl(n '|Zs)t char(R) = 0 oder Primzahl.” o

chw(z)m W0 D O=w) fp = (W Ap) = clo (R)=w &eles(2) ale dlarit) v d"@#

(4) Ist char(R) prim, dann ist r s r<ha(R) Ringendomorphismus.

(5) char(R)r =0g fiir alle r € R
() ¢ = cha((v,)(/('z ) sdoc(@VMe + ™ = Cl
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Anatomie eines Polynoms
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Polynome als ,,Ringerweiterung”

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Einselement 1.

Was passiert, wenn wir R zu R U {t} fiir ein t ¢ R erweitern wollen,
ohne die Struktureigenschaften zu verlieren?

We\de Glasade ege@ww, wew, @e Q\uzf’tthf estodien blale, 212
Lreligl | €2kel | 2E5= gL )= (1) €7 2O
Ako o g< Vlte(UaeR dalk o o> R

(O wrs \@deel Ul 0-6 =O)
Adolizy, Wieyes 1o uute a-ﬁdr Cusaae, e B, Zoufj bey, L\

> Gecade ole %’( wsl@n ‘Pa(tr,u.u‘e.
Wow N helee A ok e e Ve w Otk S8t
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Polynomidentifikation

?
Welche der folgenden Polynome identifizieren wir miteinander? %3( ‘ﬁ

[(1) 0 20,

(2) 0t o)
(3) 1+1¢3 2 (0104 0,
(4) 2+08+1t+1 2(A4,0, 4,01 .
t% + 1t° 20400, )
(6) 163+ 0t +1 "(,,,a'g,, c?( )
(1) t+£+1 -(4 A0 A1 0... |
?Otvxtlﬂ/kb\ef\ouew{’ u“'ﬂ-{“g
~ 67 docd, weggdesseu wordes

T Celaddye des Plee b ttem Quwuer 5 g
T Q=0 %6H qur'( w%sM&queq
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Polynomfunktion und Nullstellen

Definition
Es sei R ein kommutativer Ring, p € R[t] ein Polynom und p: R — R
die zugehdrige Polynomfunktion.

A € R heifit eine Nullstelle von p in R, wenn p(\) = 0 gilt.

ol skelleus sieof Tres
Satz luq&@ﬂ q(gwj‘y\ Iqb E(‘(Q/ pa(ﬁuw«fﬂ lﬁyiv‘v‘
Es seien K ein Korper und p € K|[t] eir’Polynom, p # Ok.
(1) Es existieren s € Ny, paarweise verschiedene Zahlen A\1,..., s € K
sowie Exponenten ny,...,ns € N und g € K[t] ohne Nullstelle in
K, sodass gilt:
p=(t—A)"™- - (t—A)™ - q.

(2) Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen A1,..., \s € K.
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. v 1. . . . "
Nullstellen einer Zerlegung\ in einem , Nichtstandardring

Was sind die Nullstellen von
(at b€) + (e «E)

p:=(NAQN t) N (ZAR N t) in (P(C)[H], A,N)?

A

7 \
MV Al Aceng] Wz uA) Ac e\

P=MNaZ A ()MAIQAGMZ)/VE A @U)\Q)/n’:’l
TN s (M)t A @t

PN A Cppa@)mbl = Na B\ 1€
MG INVA A C\Bo -V » \Nu{ozgi NS 0N,
(,\)vU&\’Q@% %LUD{ o é&uw‘z

Aedors B0l o —1nO (QM‘VQ«(’GMQQ\L w&)
NAa—00 = @ Kt dhy Nolgo (oo
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Nullstellen von t?> + 1, Erginzung der Vorlesungsbeispiele

(1) p=t>+1 € R[t] besitzt keine Nullstelle, weil fiir die
Polynomfunktion p: R — R gilt: p(t) = t> + 1 > 1 fiir alle t € R.

(2) p=t?+1 € CJt] besitzt genau die beiden Nullstellen i und —i.
(3) p=t?+1 € Zs|t] besitzt genau die beiden Nullstellen 2 und 3.

(4) p=t>+1¢€ (PR)[t], A,N) besitzt die elugye Aolglede \Q
CaR=P e t'=Q €=l
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Grolte gemeinsame Teiler in N — Euklidischer Algorithmus

Definition
Fir n,m € N sind die Teiler T(n,m) :={t eN|t|nAt| m} und

ggT(n,m) =k € T(n,m), sodass t | k Vt € T(n, m).

Man kann ihn durch Division mit Rest bestimmen. Z. B. fiir 98 und 35:

A8=0S) 3+ A il B de Dot %)= ol 28
20 N ,
) / / \ v
3$- cas\ A1 Yk deD (352 = d 132

&%
27
S0 3w

*
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Grolte gemeinsame Teiler in K[t] — Euklid. Algorithmus

Definition

Fir p, g € K|[t] sind die Teiler T(p,q) :={t € K[t]|t|pAt]| g} und

Lx auf At Kotlomben beshiund

=gaT(p,q) = {k € T(p, q) hochsten Grades |t | k Vt € T(p,q)}.
)

Man kann sie durch Division mit Rest bestimmen.
g=t> — 2+t — Lin (R[t],+,")

e:—@ A =(E-1) 4 {20 & V) Lt A é~@*6—z{
-1
-€l44 XQ
O (=L —A) = (-
zi-é(e L) ( ) ({7_04@][( (é_/o
£2~4 N
¢-¢ (\
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(4 O5€-NEe o
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Hausaufgabe 7.5
Es sei p € (R[t],+,-) mit deg(p) > 1, dann existiert eine Zerlegung
pIq-(t—)\l)...(t—)\k)-gl...gg

mit Nullstellen Aq,..., A\ € R, g € R sowie reellen quadratischen
Polynomen gy, . ..,gg ohne Nullstellen in R.

V%CG:(S’Q-Q{- ch) 20\(?,\ ZQ, (3) ZQ({)=ZE:ZQ£ :@
Ao gacde \wdlle 7o) < 5 = pe) = = st tovitelle

. h,
W€ o= q-(6‘2§~-~.~(€-ﬁ§)"§ Uud  (E-R)CE-A)= E"~(E1&)a+ 27 &M
‘Z earz €R

clR
_ g
P e ) § g (R T
e G\QE‘&] P., guaw"(‘u e @ uwie s Q
(deu ‘< \ra létgg-i— P 9 /P\*“ => q} =1 T -
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Polynome iiber Polynomen

Polynome werden iiber Ringen definiert und formen dann einen Ring.
Wie sehen Polynome iiber Polynomen aus?

Wi tabet @Rt,) — (RTE1,+) = Rogpd +,°)

c éﬁ A Pre Durﬂzﬁ(&ub
Aol g wacf Molyp bedn & RLEICW M%Y oL
- QL&) o(aﬂ voe
T — R
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Polynome in mehreren Variablen

Wie kdnnte man Polynome in mehreren Variablen definieren? ij
Tecmede Toom oy A b £ o &t 00g, Gt + ay Ll

n
Algoues 2 i €%t Al b, (Metphlehun
o welog B Lol vamoken T

¢ =(Q£é])m - R0

Z t ou; & )ﬂt > Z %_t CRPAR Q\'diﬁv\toc‘)\«\uq

k=o\J =o hy 30

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra | (Inhalts)-Woche 07 16 / 16



