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Korper

Definition
Ein Korper (K, +, ) ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und
-, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

Q (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit Nullelement Ok.

e bt Ec‘—g

© (K \ {0k},-) ist eine abelsche Gruppe mit Einselement 1.
fogu. 000, Wf ele peld st O vicd

© Es gelten die Distributivgesetze mukhpldeahs dn
4Mwaww i a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
—_ -~ N _ /‘ bmmu—"hfw
B g d e gpeadis Coyg mik Buastlemat .
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Korper

Beispiel

QO (Q+,), (R,+,-) und (C,+,-) sind Korper.
Nudldeome t ot 0.
Guclorad b A,

Q (Zy,+>,2) ist ein kleinstmdglicher Korper. b4 aef ZRomaphe

=o,4)

© Der Restklassenring (Z /47, F,~) mit dem Nullelement [0] und
dem Einselement [1] ist kein Korper.
Deun:' 27 #01 Wat lear matb|l Thscser !

v 1 . Sghe LWade &
C2] “[e] * M2 fr te e 2. TRs 22
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Funktionen mit Werten in einem Korper

Bt Egtendrafltan tiner Eaulcho 17 bes'
Beispiel (Ul ged Feenldhan ot halihs
Es sei X eine Menge.

@ Ist (H,+) eine Halbgruppe, dann ist auch (HX,+) Halbgruppe.

Q@ Ist (M, +) ein Monoid, dann ist auch (MX, +) ein Monoid.
© Ist (G, +) eine Gruppe, dann ist auch (GX, +) eine Gruppe.
Q@ Ist (R, +,) ein Ring, dann ist auch (RX, +,-) ein Ring.

Q Ist (K, +,-) ein Kérper, dann ist (KX, +,-) CA. keon U0,

down LNy adlath bagl - mad —boerborewe.
. NVW Acoaames EX =L

Eltmende . Tole 2 Lo LAlee ¥ Do, KF & i
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Eigenschaften eines Korpers

Lemma

Es sei (K, +, ) ein Korper mit dem Nullelement 0x und dem
Einselement 1.

0O 0k £ 1x. Edu W30 hek md. 2 Eltmente

Q@ (K,+,-) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit dem
Einselement 1, ungleich dem_Nullring, also ein Integritatsring.

© Es gelten die Kiirzungsregeln Ud do- W(‘L\w)\' )

a*blza*bg = b1:b2
bl*a:bz*a = b1:b2

fir a, by, by € K mit a £ 0k.
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Charakteristik eines Korpers

Definition
Es sei (K, +, ) ein Kérper. Wefar 1€ Og

Wenn nlx = Ok fiir ein n € N gilt, dann heift hodak A I“g(l“

min{n € N|nlkx =0k}
die Chakteristik von K, kurz char(K). Andernfalls setzen wir

char(K) = 0.

Beispiel
Q (Q,+,), (R,+,) und (C,+,-) haben Charakteristik O .
@ (Zy,+2,2) hat Charakteristik 2-

Tedch  chorUeN o Nl oo Prialel,
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Wann ist ein Ring ein Korper?

Satz
Fiir eine Menge (K, +, -) mit zwei Verkniipfungen sind dquivalent:

Q (K,+,") ist ein Korper, dessen Nullelement mit Ox und dessen
Einselement mit 1x bezeichnet werden.

@ (K,+,") ist ein_ kommutativer Ring mit dem Einselement 1x und
dem Nullelement Ok # 1k, wobei zu jedem a € K \ {0k} ein
Inverses bzgl. - in K existiert.

Beweis. () =@ Wkommutahver Buyy mit Bucelbued 1.

O+ A wrde gereft (Pola OF). (WM, ) Gt Grgpe
bamit x. d Trovesicen .
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Wann ist ein Ring ein Korper?

Satz
Fiir eine Menge (K, +, -) mit zwei Verkniipfungen sind dquivalent:

Q (K,+,") ist ein Korper, dessen Nullelement mit Ox und dessen
Einselement mit 1, bezeichnet werden.

@ (K,+,") ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1x und
dem Nullelement Ok # 1k, wobei zu jedem a € K\ {0k} ein
Inverses bzgl. - in K existiert.

Beweis. @ == @ (Ut) At abelide Grppc/
Dictauchogrepe v 2w zegon: UNKALY - ) Gt abdate
W, W Wik W) Gt alolive, FlOmowd mif Aw.

W03, ) ot agenculoiieen t deun- a-b =0, a A
~ b2o (b)) 2ae>~C. = Lkvadg )
Lek edoeMdnes Ftonowl | mot  Tuvotedrrkedt  Goggae .
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endliche Integritatsringe sind Korper

Satz

Es sei (R, +, ) ein Integritatsring mit endlich vielen Elementen.

Dann ist (R, +,-) ein Korper.

Folgerung
Der
o Restklassenring modulo m (Z / mZ,F,~)
@ der zu ihm isomorphe Ring von Z modulo m (Z,, +m, m)

sind Korper genau dann, wenn m € N eine Primzahl ist.

Repbltamen Vo modulo w, wes weds Bzl ub,
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Unterkérper — ades Tel ez

Definition
Es sei (K, +, ") ein Korper.
@ Eine bzgl. + und - abgeschlossene Teilmenge U C K heift ein

Unterkorper von (K, +,-), wenn (U, +, -) selbst wieder ein Kdrper
ist

e (U,¥) ot %W% (W,t) .
o (U4, =) Ot Uadognppedn (KNLWOLY - )

@ Ein Unterkdrper (U, +,-) von (K, +,-) heift echt, wenn U C K
gilt.
Beispiel
Q (Q,+,-) ist ein Unterkdrper von (R, +,-).
@ (R,+,") ist ein Unterkorper von (C,+, ).
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Homomorphismus von Korpern

Es seien (K1, +1,-1) und (K2, 42, 2) zwei Korper.

Definition
@ Eine Abbildung f: K; — K5 heilit strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (K1, +1,1) in (K2, +2,-2), wenn gilt:

f(a+1b)=1f(a)+2f(b) firallea,be Ky,
f(a-1b)="f(a)2f(b) firallea be Ky,
f(]'Kl) = 1K2.
%zow/éw%w Hewhsch 2 Homom. Rnidu Riygen
it Guy -

@ Ist zudem f: H; — H> bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.
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Korperhomomorphismen sind injektiv

Lemma

Es sei f: (K1, +1,1) = (K2, +2,-2) ein Kérperhomomorphismus.

Dann ist f injektiv.
Beweis. EX s« atb , abo Ja)=flv).
/14,(:_ = g('ﬁ(‘) = é( (a%b)ﬂa (0.79))

= &((a -4‘9).-‘) Lg( a—b )
= (a0 2 [4a) —, g ]

= 0y 4.
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Polynom (@6(;(/)@( klasre vou %LL!JL«\ )

Definition Al e e Wnpes
Es sei ) ein kommutativer Ring. /—DCOL#WW

(1] E|n Polynom tber R in der Varlablen t ist ein formaler Ausdruck
der Gestalt (n € No) ':WW
M'm‘4 0t ap_q -t +al t+ao oder Za,
i=0
@ Die Menge aller Polynome in der Variablen ¢ iiber R ist R[t].

© Ein konstantes Polynom Wabt o, =@, = . =0y
éco Das Nullpolynom V& alle Uogf. =Dy -

gl(&e Ein Monom gt {AW\L@J Ap ( oy md &g ,)

ek edle tnolee yleite .
@ Das Einspolynom gt to=1(2 Ued_ 0 =0, = ~—=Ogq
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Polynom

Beispiel
(1] (,21'(".' ) °(®\t~')

p=3-€-7bv; = 13 -7t AU
Q (,Qgt',,') = ('L&—l Ly S .2,)
p:/t(sl« 0-Z2¢ 0:¢ +1 = & t4 62l
0 (R =(2/%2,+.r)
p=L’417><3 YRIYXF+RITX e (wea)txl
o (2.t.) = (Faay), 50 ) cRiasy) [X]

p= {adﬂ?’\ X& & 4“'7"‘_)_(:\ o }é X’
m)( =X "T:':tbﬁ
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Addition von Polynomen

Definition
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.
Die Addition der Polynome p, g € R[t]

n m
p:Za;-t’ und q:ij-tJ
i=0 j=0

ist definiert als das Polynom

Uoefpndrien cdal e

max{n,m}
p+q= Z(a,- + b)) - t'.
i=0 & PR

Addchon Ce RTEY wh—keommmmdatd.
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Addition von Polynomen
Beispiel

Polynome in der Variable X iiber dem Restklassenring (Z /4Z,F,~):
p=017"X F
g=[-1]"X +F

p_’@ ~ 1) xE T [RIY -1 X ®7?
- ¥ X x> <

[-3] 7 x?

[7]

T 21~ x

X €C?]
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Multiplikation von Polynomen

Definition
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

Die Multiplikation der Polynome p, g € R|[t]

n m
:Za;-t’ und q:ij-tf
i=0 j=0

st definiert als das Pol b el cleocle
ISC aefiniert als das Folynom A‘Mm ‘mm
n+m A QQ(’,‘LZYW noele

= Z o -t mit ¢ = Z ai bk—ii  Porleuge
k=0 i=0
v ((1[[“/&&1‘16; e B Wt kot -
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Multiplikation von Polynomen

Beispiel
Polynome in der Variable X iiber dem Restklassenring (Z /4Z,F,~):

p=X ¥ [HTX T QITX

a=[107X T
P".’q = (f‘ﬂ )Xle‘ﬁ'< 2] +C3) )Xg
v(o21 02 )X <( ) X'

~C21XY 221X ¢ x¥+ X
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Polynomring

Definition

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

Mit der Addition + und Multiplikation - wird (R[t], +,-) zum
Polynomring in der Variablen t iiber dem Koeffizientenring R.

o (R[t],+,-) ist  komuudshoes Rirg.
@ Das Nullelement in (R[t],+,-) ist dan Nudpolygrom .

@ Besitzt (R, +, ) das Einselement 1g, dann besitzt (R[t], +, )

Jor Ebrelcment 12 (,EIJA/)PD[(,MQM)'

o Der Koeffizientenring (R, +, ) ist der  (Aeksring der
ghptte Plgnome (L (BTH) +,-),
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Polynomring als Folgenring

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.
@ Es besteht eine Bijektion

pc R[t] — (ao,al,...) S (RNO)OO
Polynom Koeffizientenfolge mit endlichem Trager

° lAddition Jvon Polynomen entspricht der gliedweiser‘ Additio?der

Koeffizientenfolgen.

on Polynomen entspricht der Faltung der

Koeffizientenfolgen (ag, a1, ...) und (b, b1, . ..):
ba by

'C(J:ao-bo
' cg=ap- b1+ a1 by
' c=ag-bo+a-bi+a-by Qz
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Grad eines Polynoms

Definition
n .
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ringund p= ) a; - /.

J=0

© Der Grad von pist (Jldwes it des hiodesle WUocfl. u«.g/lmaage

—00, falls alle a; = O sind
max{j € No|a; # Or} sonst.

deg(p) == {

@ Der fiihrende Koeffizient von pist | Jn ot o L‘?[‘[’dd’flfo
A ¢

p) = 0, falls alle a; = O sind
Pr= ddeg(p) sonst.

© Hat R das Einselement 1z und gilt ¢(p) = 1g, dann heiRt das
Polynom p normiert oder monisch.
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Grad eines Polynoms

Beispiel
Polynome in der Variable X iiber dem Restklassenring (Z /4 Z, F,~):
i
p=[-21X>F[-3] X>F[2] X deglp> = 3
q=[X+17] -
= g lg)= 1
Es gilt
piq= 021X ¥ - dgg(p¥g) = 3

pra— Tl Xt X(CMIFT )
([0 ¥ V) )XF ¥ )
T 2R+ =2
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Grad eines Polynoms

Lemma

Es sei R ein kommutativer Ring und p, g € R[t] zwei Polynome.
Q deg(p + q) < max{deg(p), deg(q)}.

Q deg(p- q) < deg(p) + deg(q).

@ Ist R nullteilerfrei, dann gilt sogar deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Beweis. Ubung
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Polynomdivision mit Rest

T tdatin KIpss Gt Bl < popltell firpt0, Al p=(p 9
Lemma D Jedes petO (ot Tely vix jlecea po .

Der Polynomring R|[t] ist niemals ein Kérper.

Definition

Es seien K ein Kérper und p1, p» € K[t] zwei Polynome.
P——

» heilit ein Teiler von p; (kurz: py | p1), wenn es ein g € K|[t] gibt,

sodass gilt:
Bt

b
Satz ugl. AZ=3 -k (A
Es seien K ein Korper und p1, p» € K[t] zwei Polynome.

Ist po # Ok, dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome g, r € K|[t],
sodass gilt:

p1=q-p2+r und deg(r) < deg(p2).
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Polynomdivision mit Rest

Beispiel
Was ist (3t3+2t+1) (t? — 4t) in R[t]?
2 oped) = (BF @ )@: )t St
— (gbg —-427(:’3’) q_ P?_ f‘
-rabtl
—(d2t” et )
&ht t1
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Polynomfunktion

Definition
Es sei R ein kommutativer Ring.

Zu jedem Polynom p = zn: aj - t/ gehort eine Polynomfunktion

j=0 r LN t aga%da‘—!
p:R—=R, rep(r) = Zajrj.
i=0 Ma‘v
Die Abbildung RIA T = Underaky oler’Po(«,nm~

Noma (Poh,nom

o: (R[t],+,)>p +— pe(RF +
—_—

ist ein Ringhomomorphismdf}g zwischen zwei kommutativén Ringen.

Wen e £ olees el t 1 Mv:b dowgen M,Vk/g.jztﬂ
b T omf 2R ( Codomichin> tafbltets.
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Polynomfunktion

Beispiel
Polynome in der Variable ¢ iiber dem Ring von Z modulo 2 (Z,, +2, -2):
p= £2 +t (Oc" 1, O
g=0 w\ow - )
)?;’(o) =0Pt0 =0 Fo= o
5’(,() = A441,1=0 ’4\(@_); o)

D Hamomaphdme § 2 2re) — 2%
b aldo CA- pedet Qyjelo /
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Nullstelle eines Polynoms

Definition
Es sei R ein kommutativer Ring, p € R[t] ein Polynom und‘E: R—R
die zugehdrige Polynomfunktion.

A € R heifit eine Nullstelle von 2 in R, wenn p(\) = O gilt.

@ Wieviele Nullstellen kann ein Polynom besitzen?

@ Was sagen die Nullstellen {iber ein Polynom aus?
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Nullstelle eines Polynoms

/fkugak. W wesrcedboda

Qp=t>+1 e@oesitzt keine Nullstelle, weil fur die

Beispiel

Polynomfunktion p: R — R gilt: 5Zt; =t2+1>1firallet €R.

(<)%= L24~’l
Q@ p=t>+1 e besitzt genau die beiden Nullstellen / und —i.

© p=t2+1 € Zs[t] besitzt genau die beiden Nullstellen 2 und 3:

F0)=050+51=1 M3)=353+51=0
pl)=1s51451=2 p(4)=454+51=2
A2)=252+451=0

Alle des Kochfraeieceringe R, C, 4 Siol Mé)bae}
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Nullstellen und Teiler

Lemma
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:
Q@ )\ € K ist eine Nullstelle von p.  d.l. ﬁ’(;\) <Oy -

? =4£At degle=A) =1

@ Das Polynomt — X € K[t] ist ein Teiler von p.

g In diesem Fall gilt fiir das eindeutige g € K[t] mit p=q - (t — \) die

%} Beziehung deg(q) = deg(p) — 1.

g Beweis. @) =@ WU {gher Bly nomdindbe mit Reot (s 24)
dwdn: p=4. (X)) ©) mit deglr) & deg (L-AY=1

> Nt das Nulpolynon ‘
odto Lok ©komtautes Polynom . Wi 20 bechimmen
MTsin W de Rynondich ¥ e auneiws Jelle—

2 keewer! TN = FIN) —FN (AN = P (AN)=0uk=r=0.
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Nullstellen und Teiler

Lemma
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:

@ )\ € K ist eine Nullstelle von p.

@ Das Polynom t — A\ € K[t] ist ein Teiler von p.

In diesem Fall gilt fiir das eindeutige g € K[t] mit p=q - (t — \) die
Beziehung deg(q) = deg(p) — 1.

g
g Beweis. @ => @ Nowdh Yorutseung » £-Al paleo
ety t geULtl mit p= 4 (t-A) .

g => P()u) —'é(r\) (A~A) =0, also &+ A edn

£t Rag b h
Nudletelle vou Z omomorp Nmk et exls Korpes: nudl=

Pl 2% dea(fl =g (g ) = deﬁ ) 1,
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Zerlegung eines Polynoms

Satz
Es seien K ein Kérper und p € K[t] ein Polynom, p # Ok.

@ Es existieren s € Np, paarweise verschiedene Zahlen A1,..., s € K
sowie Exponenten nq,...,ns € N und g € K[t] ohne Nullstelle in

K, sodass gilt: 429 (%) = d%f,o)
Dee Dok Lot p=(t—A)"- - (t—A)™ - q. Ny~ Ng
t'W" W’h& S~ °
Lingostedorewn

@ Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen A\1,..., As € K.

Beispiel
1
2t° - 513 —4t> —3t—2=(t—-2)(t+1)*(2t* +1) in R[t]
2 ot tndacta Nudicdele "#
A Ut dggpethe_ v
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Zerlegung eines Polynoms

Folgerung

Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom,

© p hat hochstens deg(p) € Ny viele verschiedene Nullstellen:

s < deg(p)

@ p hat hochstens deg(p) € Ng viele Nullstellen, entsprechend ihrer
Vielfachheit gezahlt:
Z n; < deg(p
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Polynome iiber unendlichen Kérpern

Folgerung
Es sei K ein'unendlicher Korper |

Dann ist die Abbildung ®: R[t] — RF injektiv.

Beweis. £S Sexten pq,pr € KLCEY mit pr=p; .
2 %Uﬁm Wt py =p2. Sehe g = pr—p. - ANt
Dam &t §=8W@) =T (p—p)= P, =0
o 18 co- Ry horomomphiimg
Also hat 4 wnedlide vigle. Nullclellee | namlida
cle Elmende VB K. Nada e 33 muwir aléo

q-=0w Seae A, pr=po .

Nochbag naci der\bsk »
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Fundamentalsatz der Algebra

Satz
Jedes Polynom p € C[t] mit deg(p) > 0 hat mindestens eine Nullstelle.

Folgerung

Jedes nicht-konstante Polynom p € C[t] zerfillt vollstandig in

Linearfaktoren: 0/6£\)L02)
p=(t=2)" o (t= )" g
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