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Normalteiler

Die Untergruppe (U, %) einer Gruppe (G, *) induziert die 2Lel
Aquivalenzrelationen ~Y und Y% auf G mit den Aquivalenzklassen

[a] w=axU bzw. [alw =Ux*a.

Definition N g

Eine Untergruppe (N, *) heiRt eine normale Untergruppe oder
Normalteiler von (G, %), wenn gilt:

LoiLiboeit- 1w Haginn (1kd notisedip~
axNENxa firalleac G. L€ am=nia

In

Beispiel
v led uud 6’ U dmmer Norweliedor.
o Tk ¢ obehide (kopmmwdocho), dan ut jee
Wedegugpe— 200, NOwalitaton,
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-\

Kerne von Gruppenhomomorphismen sind Normalteiler

Lemma
Es sei f: (G1,x) — (Gp,0) ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt Elamende & G mit descieloss Bl 2’ a

l fﬁl({f(a)})lz a * Kern(f) 4 Kerr:o(?f) xa, furaldle
! acG

also ist Kern(f) ein Normalteiler von Gj.

Beweis. ! ¢ (‘Cu&ﬂ,) c axKonlf):

& tev be £ (LfE1Y), deo fb) = {(x).

ez o) o fv) = f) BLL) ~ fo'+b) oo

arhe U (f), d-n. be o+ Ken(g)

v ooxldan (@) 5~<f)~\( L fend) - -
£ e beUnnlf) bckeby, 2 Adin G ctb ef (ifarb).
{oxs) = > ufod =L pe, = {) an.

oxs € L)) -
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Faktormenge der durch Normalteiler induzierten Relation

Faktormenge G /N ={[a]=axN|ac G}

P 2y
SSRRNIS
eShes

oxb o [al¥ [bl=Llasb]

grawc Norou der
Gove

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 06 4 /31



Faktorgruppe der durch Normalteiler induzierten Relation

Satz

Es sei (G, x) eine Gruppe und (N, ) ein Normalteiler. Dann gilt:
O Die Faktormenge G /N = {[a] =a* N |a € G} mit

a|x [b] =[axb
[][][],@N

ist eine Gruppe. Neutrales Element ist [e] = N. Fiir die Inversen
gilt [a] = [d].

7r.G9a»—>[a]eG/N

ist ein surjektiver QLI%%&JQMWJS—ES gilt Kern N.
\)oé\a“ b

(3] Wenn (G, *) abelsch ist, dann auch (G / N, %) UC’WW
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Faktorgruppe

Beispiel

© Ausfaktorisieren des trivialen Normalteilers {e} einer Gruppe (G, *):
Grieh =g
s Nbsrllame Ved Gevawe tun Bt b

@ Ausfaktorisieren des trivialen Normalteilers G einer Gruppe (G, %):

GG 2 hed

Nie Elamende. 0n uer Niberlelane.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 06 6 /31



Faktorgruppe

Beispiel W2 = 27 = Guode Zollon
Q In (Z,+) ist mZ fiir beliebiges m € N ein Normalteiler.
Die Elemente der Faktorgruppe Z / mZ sind [a] = a+ mZ.
In der Faktorgruppe rechnen wir [a] T [b] = [a + b].

sz ¥) C20) ¥ ) =C—121]

Tsomsyphicouncs J 1 l
nodirlidees .
(Z{('ﬁf‘)! lT tc L = 3
~%0.4.2,24
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Homomorphiesatz fiir Gruppen

LW coledek gree Wh&wgphdhm ,.?
Satz
Es sei f: (G1,*) — (Gz,0) ein Gruppenhomomorphismus.

Dann ist

I: Gy /Kern(f) — Bild(f)
[a] — f(a)

ein Gruppenisomorphismus.
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Homomorphiesatz fiir Gruppen
N S
I: Gy /Kern(f) —> Bild(f)
[a] — f(a) ist Gruppenisomorphismus
Beweis. -+ T Ot wolddepest + avbed, alo
oox Wem () = bl ly) -
JlaxUor(g) = o) & {Uer () =) T led=
WMok Avalgg fCotenl ) = | f5)4.
avb = La)={ly)
T Gt Homomeylhume, 2w Grgpe:
T(RIvEWl) = T (Tarbd) = L(axb)
=y pfl) = T()) B T (e
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Homomorphiesatz fiir Gruppen

I: Gy /Kemn(f) —> Bild(f)

[a] — f(a) ist Gruppenisomorphismus

Beweis. L o ‘(LU)UC"W Tl y& Bl (()la“’o
%2{@) (u‘( Lan Aegl_, daur it yJ(a )=I(]£7))
e G T Seerjelehy.

. T &b yelkhd: e g Ken (T) = h 1Y
—] Ko} Kem(D) =) lal | e Uen (£)
=)o U § | ae o P § ? {Mw\fal ale

Gt T ogeld, Mt f it UG
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Homomorphiesatz fiir Gruppen

Beispiel
o K‘ (R0, ") > xre x2e(R+o,")
(qrppeacstlomorphes
o ({) = x4},
T Rw/itd —= BUP-2,
x1 —  x N
:g&‘k5
Do, Vorzeddae Lwdl o faldonqgts.
T
O @),
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Homomorphiesatz fiir Gruppen

Beispiel

o {b@fo‘-)%%l—bl%'(e(kto,‘)

oct ém‘ﬂ"’“ MOmOm&ylu"mom .
Wu);{“({ﬂ) <= ) zeC: t%(c@ @
T Ceofllenlp) —— BBy

1L o 2
Ustigting v

/&_N
@ O
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Homomorphiesatz fiir Gruppen

Beispiel
o cgn !’ Su N‘Q,y:t»(z;v ) @

Kow(egn) = An (ode gomden Temutohone)

T S/ Kowlgn) =S JA — it () =147

Col —o (=)

g bdded
e geodpe Reymudatren cf A
clle wngoadeen —» — Cq.._e —1 ab
ToAL o
tine. —tr—
ronsposi- ~1 1
Bw T
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Ring
fypidee Notahon
Definition
Ein Ring (R, +, ) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + und -,

die die folgenden Bedingungen erfiillen: =

@ (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

4 Lommatahio
@ (R,-) ist eine Halbgruppe.

© Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) ﬁ“‘“z‘”““‘“‘f
(a+b)-c=(a-c)+(b-0c) ¥ Dmnidehor

Ein Ring (R, +, -) heift kommutativ, wenn (R, -) kommutativ ist.
Ein Ring (R, +, ) heift ein Ring mit Eins, wenn (R, -) ein Monoid ist.
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Ring

Beispiel
Q (Z,+,"), (Q,+,-), (R,+,-) und (C,+, ) sind kommutative Ringe
mit Eins.
g—
(Z,¢)  vel clelrce Grype
(lb') at MMMW mcl ELLV)M‘[‘ ﬁL
Ditanbagpactie) ~

@ Der Nullring ist der eindeutig bestimmte Ring mit nur einem
Element, R = {Ogr}.

02"'02 102 | 2, W
02‘ 02 :"02 W “

s Clrtltie b 1o O | DUpstgimetic) =~
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Ring

Beispiel m=2 : goats ablp~
@ Fir me Nist (mZ,+,-) ein kommutativer Ring.
Wz, ¢) oot chelide fpnype
(M 2—,') (:!f koma . Hauﬂm ,dwu_ needvdes
Elewat [ wene m 22
Dide-Gercte (e verert An A2 1, )

Q Fir m e Nist (Zm, +m, m) ein kommutativer Ring mit
Einselement 1, der Ring von Z modulo m. {&1 A, -, m~l}
m=1 Nedinky

(Ze, ) OF steliskn G pee
&, 'w) B oma . fonoA mif 4
Dé(holmghoé—(c)
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Ring

Acln
Beispiel

© Der Endomorphismenring (End(G), +, o) einer abelschen Gruppe
(G,+) ist

G

End(G) .= {f: G — G |f ist Endomorphismus}
mit den Verkniipfungen

a!a:i«/(4~+ End(G) x End(G) — End(G) mit (f,g) — f + g, pldueuc

(6)
nd(G) x End(G) — End(G) mit (f,g)+ fog. Wamear
mit buMd
(End(G ) ,0) ist ein Ring mit Einselement id¢.
)

(End(G), +,0) ist i. A. nicht kommutativ. (1 du M 24 =()
Ditdr groehe
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Rechenregeln in Ringen

Lemma a b belu}lmi
0 0R~a:OR:a-OR

0 s (b2

Beweis. @ Oaf Oa =0p-a = (Op +b)-
=) OeatO e | wnmn: Ce~Ca . Pest acag
Dl
@ () (ot dan ol Tuvon &x @ b
o (%) €ab @a( ~bHth) = o 0p 902
D & 2ot
Qualgy
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Rechenregeln in Ringen

Lemma

© (—a)-(—b)=a-b
M, 2 Elenrede

Q Ist (R, +, ") ein Ring mit Einselement 1g, aber nicht der Nullring,
dann gilt 1z # Og.

Beweis. @ (-a)- (%) "‘ - (& C'b)) = -(-a {7)
=>0orh (Iuw/h!nw(.S ol dvoludgniua, )
@ )L\.’HM&MML\ '(Qcoz, EC e aL & mb%,
o=o 1p =a 0 @Oz> oalo Gt B dos Nuloy.
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Charakteristik eines Ringes
el  (ablorrudle Scdvbiede!
Definition
Es sei (F/+, ) ein Ring mit Einselement 1.

Wenn nlg = Og fiir ein n € N gilt, dann heift
‘—w‘
beloe-clp min{n € N|nlg = 0g}
die Chakteristik von R, kurz char(R). Andernfalls setzen wir

char(R) = 0.

Beispiel (RS
Q (Z,+,"), (Q,+,-) und (R, +,-) haben Charakteristik O .

@ Der Nullring hat Charakteristik 4.
© (Zm,+m, m) hat Charakteristik menN

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 06

20 / 31



Restklassenring modulo m LWM%M Eevgpnel )

Definition

Die Faktormenge Z / mZ bildet mit den Verkniipfungen
C—

ok G [a] T [b] =[a+b] 2~ Beopd£4-
bommbonoid (3] [b]=[a-b] o= Hawmfspbe 6 1
den Restklassenring modulo m, kurz: (Z / mZ,¥,7). ‘D‘;’h\‘ghdﬁ‘ﬁ/
(Z)mZ,¥F,~) ist ein kommutativer Ring mit Einselement [1].

Im Fall m = 1ist (Z/mZ,F,~) isomorph zum Nullring.
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Restklassenring modulo 4

Beispiel

~

+ | [0]

[1]

2]

[3]

[0] | [O
[1] ] [
2] | [
31| 4

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

[
(2
(4
[d

[3]
o]
[

[3]
[0]
]
@

= [

[1] 8]

[0 | [@
[1] | O]

@)

3] | ]

[o] [d [4
4 [4 [l
(2 [d [
[ (2 [4

ol et 2005 Forkisre.,
ot Oy clo bedt teddpa,
el A |

Lineare Algebra |
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Nullteiler, Integritatsring

Definition
Es sei (R, +, ) ein Ring.
© 2 € R heilt Linksnullteiler, wenn es b # 0 gibt mit a- b = Og.
Op et Lidesnudibenler  (aubts UaaNalinuy )
@ b € R heilt Rechtsnullteiler, wenn es a # Og gibt mit a- b = 0.
O> &t Pechiinuliecte (acfler S Nuhay )

@ (R, +,") heift nullteilerfrei, wenn es auRer Or keine weiteren
Links- oder Rechtsnullteiler gibt, wenn also gilt:

OL%OQ et O +0p = abt9,.
Q (R, +,") heiBt\Integrltéitsrin oder Integritatsbereich im Fall

o (R,+,") ist kommutativer Ring mit Eins
o (R,+,") ist nullteilerfrei
e (R,+,") ist ungleich dem Nullring (hedt md. 2 Eleaende )
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Integritatsringe

Beispiel
Q (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-) und (C,+, ) sind Integritatsringe.

. gt Nl
@ Es sei X eine Menge und (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

Da 'st‘ flf: X — R} mit de ktwei ~ ,
nn i @ {f] } mit den punktweisen y

Verkniipfungen + und - ein kommutativer Ring mit Eins:

Es sei R nicht der Nullring, und X habe mindestens zwei Elemente.

Dann ist (RX, +, -@ullteilerfrei! \/\x’;;n&
)% x=x -{"2 x =X
N ANZE étl‘) = { A2 Conrb 49° 01  comb

{9 = Opx NMfuadehn
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Restklassenring modulo m

Satz
Es sei m € N. Dann sind dquivalent:
Q@ (Z)mZ,F,7) ist ein Integrititsring.
@ m ist eine Primzahl.
Beweis. m=t == (ZmZ , ¥)Y) it de> Nikang  letews
Ddegetatrrig - .
Ap et w22, @/, ¥¥) ot witid eles Nudlnuy |
legwm - Ring vut- Ew T11. & lomut alio nur e ol
Null teitef feedbrest o .
1@ = =@ = @ ~D Bl gl m 2% lkeane
P, m=a-b b abe C2m4a.
[l £ 00) «B°1. & g6 9)=Cwnd =Lecbl
=AY o] jalso o 20a2 nibt nuliedtoge,
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Restklassenring modulo m

Satz
Es sei m € N. Dann sind dquivalent:
Q@ (Z)mZ,F,7) ist ein Integrititsring.

@ m ist eine Primzahl.

Beweis. & =° @ Sk (e w22 e Pl & (tea
Cul, Chle 2/mz mit [01= Cal™ ) =Cabl.

0 ucdk e0lo l@gun alio ta donclbou Resllelare dle.
@b=0 =Qb=me fuf &i 6L M ut Pawall
o0 tatatt et Prsfeletoreslecy ou a oder LB L
tas v el Gt mla ot mly d.-b. Cal=T07
ode- o) =001 Daz heft, L/mE St pudliellefe,.
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Unterring

o Wedergrpe

Definition
: e W S
Es sei (R,+,") ei : U ol SR
@ Eine bzg] - abgeschlossene Teilmenge U C R heilit ein

Unterring von (R, +,-), wenn (U, +,-) selbst wieder ein Ring ist.
Duy fxewlet ‘U, e) Gt Ueomn JUy B (Rot).
Q.LL) st alogeachloliten .

@ Ist (R,+,-) ein Ring mit Einselement 1g, dann fordern wir fiir
einen Unterring (U, +, -) zusatzlich, dass 1z € U liegt.

B¢ it nakid | 2 qrdene, dar? L, VGeOlten
neutafes Element heok &7 e (o St

© Ein Unterring (U, +,-) von (R, +, ") heift echt, wenn U C R gilt.
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Homomorphismus von Ringen

Definition
Es seien (R1,+1,1) und (R2, +2,-2) zwei Ringe.

© Eine Abbildung_f; R1 — Ry heillt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (Ry, +1,-1) in (R2,+2,-2), wenn gilt:

f(a+1b)=1(a)+2f(b) firallea,be Ry,
f(a-1b)="f(a)2f(b) firallea beRy.

Besitzen beide Ringe ein Einselement 1g, bzw. 1g,, so wird
zusatzlich f(1g,) = 1g, gefordert.

@ Ist zudem f: H; — H> bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend

oder ein Isomorphismus.
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Bild und Kern eines Ringhomomorphismus

Definition .
Es sei f: (R1,+1,1) urd (R2, +2, -2) ein Ringhomomorphismus.
Das Bild und der Kern von f sind definiert als

Bild(f) = {f(x) € Ra|x € Ri} = f(R1),

Kern(f) := {x € Ry | f(x) = Ogr,} = F1({0g,}).

Lemma
. . . . 2 22
Bild(f) ist ein Unterring von (R, +4 -¥)-
Kern(f) ist ein Unterring von (Ras+25-2).
R

Beweis. Ubung
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Homomorphismus von Ringen

Beispiel
© Essei (R,+,-) ein Ring, X, Y Mengen und ¢: Y — X.
 induziert einen Ringhomomorphismus
o (RX,+,)>f—fope (RY,+,),

genannt den Pullback ¢* von .

pf(dtg) = (§+g) 0

’\‘)O = gog _bao? Le*(g)
&(9)
@ @ O e e
= fo¢p - gop
= "€ ')
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Homomorphismus von Ringen

Beispiel 4“‘ S Queh o Romﬂrrh(&m»ur ‘\Q@ot mél. m'
@ Fiir m € N ist die Abbildung

f: (Zmy+mm)2arr[al=a+mZe(Z/mZ,TF,"7)
ein Rinorphismus zwischen dem Ring von Z modulo m und

dem Restklassenring modulo m, beides kommutative Ringe mit

2/6y B ¥ 0a) =21 | 1 V9] = 842

g“],i,lllll

A €« =t = 3 h ¢ = 4
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